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第 ３章　 三维仿射变换

几何变换是对图形进行平移（ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎ）、缩放（ｓｃａｌｅ）、旋转（ｒｏｔａｔｉｏｎ）、反射（ｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ）和
错切（ｓｈｅａｒ），这 ５ 种变换可以统一用仿射变换（ａｆｆｉｎｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ）来表示。三维物体的运动
和变形是通过三维仿射变换来实现的。例如，用一组平移、缩放和旋转的变换，可以描述物体从

建模坐标系向世界坐标系的变换。图 ３－１ 为由球体类对象构成的三维场景，其中平移变换用于
确定球体对象在世界坐标系中的位置，缩放变换用于建立不同大小的球体，代表“太阳”“月亮”

和“地球”。旋转变换用于设置“地球”的自转和公转，以及“月亮”环绕“地球”的旋转。

图 ３－１　 球体类三维场景

３．１　 三 维 变 换

设 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）为变换前的三维点，Ｐ′（ｘ′，ｙ′，ｚ′）为变换后的三维点。这里，变换前后的三维点
用列矩阵表示。

３．１．１　 平移变换

平移是一种不产生变形而移动物体的变换，物体上每个点移动相同数量的坐标。平移变换

将 Ｐ 点沿直线路径移动到 Ｐ′位置，如图 ３－２ 所示。
平移变换的坐标表示为



ｘ′ ＝ ｘ ＋ Ｔｘ
ｙ′ ＝ ｙ ＋ Ｔｙ
ｚ′ ＝ ｚ ＋ Ｔｚ

C
其中，Ｔｘ、Ｔｙ 和 Ｔｚ 为平移系数。这里，Ｔ 代表 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ。

如果使用列向量表示三维点，相应的矩阵表示为

ｘ′
ｙ′
ｚ′











＝
ｘ
ｙ
ｚ











＋

Ｔｘ
Ｔｙ
Ｔｚ











（３－１）

公式 ３－１ 中，Ｐ′＝
ｘ′
ｙ′
ｚ′











，Ｐ ＝
ｘ
ｙ
ｚ











，Ｔ ＝

Ｔｘ
Ｔｙ
Ｔｚ











。

图 ３－２　 平移变换

３．１．２　 缩放变换

缩放变换是指 Ｐ 点相对于坐标原点 Ｏ，沿 ｘ 方向缩放 Ｓｘ 倍，沿 ｙ 方向缩放 Ｓｙ 倍，沿 ｚ 方向缩

放 Ｓｚ 倍得到 Ｐ′点的过程，如图 ３－３ 所示。
缩放变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘ·Ｓｘ
ｙ′ ＝ ｙ·Ｓｙ
ｚ′ ＝ ｚ·Ｓｚ

C
其中，Ｓｘ、Ｓｙ 和 Ｓｚ 为缩放系数。这里，Ｓ 代表 Ｓｃａｌｅ。

相应的矩阵表示为

ｘ′
ｙ′
ｚ′











＝

Ｓｘ ０ ０

０ Ｓｙ ０

０ ０ Ｓｚ













ｘ
ｙ
ｚ











（３－２）

　 　 缩放变换可以改变三维图形的形状。当 Ｓｘ ＝ Ｓｙ ＝ Ｓｚ 且 Ｓｘ、Ｓｙ、Ｓｚ 大于 １ 时，图形等比放大；当
Ｓｘ ＝ Ｓｙ ＝ Ｓｚ 且 Ｓｘ、Ｓｙ、Ｓｚ 大于 ０ 且小于 １ 时，图形等比缩小；当 Ｓｘ≠Ｓｙ≠Ｓｚ 时，图形发生形变。
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图 ３－３　 缩放变换

３．１．３　 旋转变换

旋转变换是指 Ｐ 点相对于坐标原点 Ｏ 旋转一个角度 β，得到 Ｐ′点的过程。图 ３－４ 表示的是
二维旋转变换，Ｐ 和 Ｐ′为变换前后的二维点，α 为起始角，β 为旋转角，ｒ 为旋转半径。

图 ３－４　 二维旋转变换

Ｐ 点的极坐标表示为
ｘ ＝ ｒｃｏｓ α
ｙ ＝ ｒｓｉｎ αC

　 　 Ｐ′点表示为
ｘ′ ＝ ｒｃｏｓ （α ＋ β）＝ ｒｃｏｓ αｃｏｓ β － ｒｓｉｎ αｓｉｎ β ＝ ｘｃｏｓ β － ｙｓｉｎ β
ｙ′ ＝ ｒｓｉｎ （α ＋ β）＝ ｒｃｏｓ αｓｉｎ β ＋ ｒｓｉｎ αｃｏｓ β ＝ ｘｓｉｎ β ＋ ｙｃｏｓ βC

　 　 相应的矩阵表示为
ｘ′
ｙ′o p ＝ ｃｏｓ β － ｓｉｎ β

ｓｉｎ β ｃｏｓ βo p ｘ
ｙo p

因此，二维旋转变换矩阵

Ｒ ＝
ｃｏｓ β － ｓｉｎ β
ｓｉｎ β ｃｏｓ βo p （３－３）

　 　 三维变换矩阵可以看作二维旋转变换矩阵的组合：分别取 ｘ、ｙ、ｚ 为旋转轴，绕每个旋转轴的
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三维旋转变换可以看成是在另两个坐标轴组成的二维平面上进行的二维旋转变换。将绕 ３ 个
坐标轴的二维旋转变换组合起来，就可以得到总的三维旋转变换。需要说明的是：当沿坐标轴

往坐标原点方向看过去时，沿逆时针方向的旋转角为正向旋转角，即满足右手定则：大拇指指向

旋转轴的轴向，四指弯曲的方向为正向。反向旋转将旋转轴取反即可。以下的讲解中，以 β 为
正向旋转角。

１． C ｘ opy
ｘ 坐标不变，而 ｙ、ｚ 坐标发生变化，如图 ３－５ 所示。
绕 ｘ 轴旋转变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘ
ｙ′ ＝ ｙｃｏｓ β － ｚｓｉｎ β
ｚ′ ＝ ｙｓｉｎ β ＋ ｚｃｏｓ βC

因此，绕 ｘ 轴的三维旋转变换矩阵

Ｒｘ ＝
１ ０ ０
０ ｃｏｓ β － ｓｉｎ β
０ ｓｉｎ β ｃｏｓ β











（３－４）

图 ３－５　 绕 ｘ 轴的三维旋转变换

２． C ｙ opy
ｙ 坐标不变，而 ｘ、ｚ 坐标发生变化，如图 ３－６ 所示。
绕 ｙ 轴旋转变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘｃｏｓ β ＋ ｚｓｉｎ β
ｙ′ ＝ ｙ
ｚ′ ＝ － ｘｓｉｎ β ＋ ｚｃｏｓ βC

因此，绕 ｙ 轴的三维旋转变换矩阵

Ｒｙ ＝
ｃｏｓ β ０ ｓｉｎ β
０ １ ０

－ ｓｉｎ β ０ ｃｏｓ β











（３－５）

３． C ｚ opy
ｚ 坐标不变，而 ｘ、ｙ 坐标发生变化，如图 ３－７ 所示。
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图 ３－６　 绕 ｙ 轴的三维旋转变换

绕 ｚ 轴旋转变换的坐标表示为
ｘ′ ＝ ｘｃｏｓ β － ｙｓｉｎ β
ｙ′ ＝ ｘｓｉｎ β ＋ ｙｃｏｓ β
ｚ′ ＝ ｚC

因此，绕 ｚ 轴的三维旋转变换矩阵

Ｒｚ ＝
ｃｏｓ β － ｓｉｎ β ０
ｓｉｎ β ｃｏｓ β ０
０ ０ １











（３－６）

图 ３－７　 绕 ｚ 轴的三维旋转变换

３．１．４　 反射变换

反射变换也称为对称变换，是指 Ｐ 点关于原点或某个坐标轴、某个坐标面反射得到 Ｐ′点的

过程。反射变换可以细分为关于原点反射、关于 ｘ 轴反射、关于 ｙ 轴反射等几种情况。

１． Copyrigh
（１）关于 ｘ 轴反射

关于 ｘ 轴反射变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘ
ｙ′ ＝ － ｙ
ｚ′ ＝ － ｚC

因此，关于 ｘ 轴的三维反射变换矩阵
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ＲＥｘ ＝
１ ０ ０
０ － １ ０
０ ０ － １











（３－７）

　 　 （２）关于 ｙ 轴反射
关于 ｙ 轴反射变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ － ｘ
ｙ′ ＝ ｙ
ｚ′ ＝ － ｚC

因此，关于 ｙ 轴的三维反射变换矩阵

ＲＥｙ ＝
－ １ ０ ０
０ １ ０
０ ０ － １











（３－８）

　 　 （３）关于 ｚ 轴反射
关于 ｚ 轴反射变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ － ｘ
ｙ′ ＝ － ｙ
ｚ′ ＝ ｚC

因此，关于 ｚ 轴的三维反射变换矩阵

ＲＥｚ ＝
－ １ ０ ０
０ － １ ０
０ ０ １











（３－９）

２． Copyrigh
与坐标面相关的反射有关于 ｘＯｙ 坐标面反射、关于 ｙＯｚ 坐标面反射、关于 ｚＯｘ 坐标面反射等

几种情况。

（１）关于 ｘＯｙ 坐标面反射
关于 ｘＯｙ 坐标面反射，如图 ３－８ 所示。
坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘ
ｙ′ ＝ ｙ
ｚ′ ＝ － ｚC

　 　 变换矩阵

ＲＥｘＯｙ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ － １











（３－１０）

　 　 （２）关于 ｙＯｚ 坐标面反射
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图 ３－８　 关于 ｘＯｙ 坐标面反射

关于 ｙＯｚ 坐标面反射，如图 ３－９ 所示。

图 ３－９　 关于 ｙＯｚ 坐标面反射

坐标表示为

ｘ′ ＝ － ｘ
ｙ′ ＝ ｙ
ｚ′ ＝ ｚC

　 　 变换矩阵

ＲＥｙＯｚ ＝
－ １ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １











（３－１１）

　 　 （３）关于 ｚＯｘ 坐标面反射
关于 ｚＯｘ 坐标面反射，如图 ３－１０ 所示。
坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘ
ｙ′ ＝ － ｙ
ｚ′ ＝ ｚC
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图 ３－１０　 关于 ｚＯｘ 面反射

　 　 变换矩阵

ＲＥｚＯｘ ＝
１ ０ ０

０ － １ ０

０ ０ １











（３－１２）

３．１．５　 错切变换

三维错切变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ ｘ ＋ ｂｙ ＋ ｃｚ

ｙ′ ＝ ｄｘ ＋ ｙ ＋ ｆｚ

ｚ′ ＝ ｇｘ ＋ ｈｙ ＋ ｚC
因此，三维错切变换矩阵

ＳＨ ＝
１ ｂ ｃ

ｄ １ ｆ

ｇ ｈ １











（３－１３）

　 　 三维错切变换中，一个坐标的变化受另外两个坐标变化的影响。如果变换矩阵第 １ 行中元

素 ｂ 和 ｃ 不为 ０，则产生沿 ｘ 轴方向的错切；如果第 ２ 行中元素 ｄ 和 ｆ 不为 ０，则产生沿 ｙ 轴方向

的错切；如果第 ３ 行中元素 ｇ 和 ｈ 不为 ０，则产生沿 ｚ 轴方向的错切。

１． C ｘ opyr
此时，ｄ ＝ ０，ｆ ＝ ０，ｇ ＝ ０，ｈ ＝ ０。因此，沿 ｘ 方向错切变换矩阵

ＳＨｘ ＝
１ ｂ ｃ

０ １ ０

０ ０ １











（３－１４）
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　 　 当 ｂ ＝ ０ 时，错切平面离开 ｚ 轴，沿 ｘ 方向移动 ｃｚ 距离；当 ｃ ＝ ０ 时，错切平面离开 ｙ 轴，沿 ｘ 方

向移动 ｂｙ 距离。

２． C ｙ opyr
此时，ｂ ＝ ０，ｃ ＝ ０，ｇ ＝ ０，ｈ ＝ ０。因此，沿 ｙ 方向错切变换矩阵

ＳＨｙ ＝
１ ０ ０

ｄ １ ｆ

０ ０ １











（３－１５）

　 　 当 ｄ ＝ ０ 时，错切平面离开 ｚ 轴，沿 ｙ 方向移动 ｆｚ 距离；当 ｆ ＝ ０ 时，错切平面离开 ｘ 轴，沿 ｙ 方

向移动 ｄｘ 距离。

３． C ｚ opyr
此时，ｂ ＝ ０，ｃ ＝ ０，ｄ ＝ ０，ｆ ＝ ０。因此，沿 ｚ 方向错切变换矩阵

ＳＨｚ ＝
１ ０ ０

０ １ ０

ｇ ｈ １











（３－１６）

　 　 当 ｇ ＝ ０ 时，错切平面离开 ｙ 轴，沿 ｚ 方向移动 ｈｙ 距离；当 ｈ ＝ ０ 时，错切平面离开 ｘ 轴，沿 ｚ

方向移动 ｇｘ 距离。

３．１．６　 仿射变换

三维仿射变换的坐标表示为

ｘ′ ＝ ａｘ ＋ ｂｙ ＋ ｃｚ ＋ ｌ

ｙ′ ＝ ｄｘ ＋ ｅｙ ＋ ｆｚ ＋ ｍ

ｚ′ ＝ ｇｘ ＋ ｈｙ ＋ ｉｚ ＋ ｎC （３－１７）

　 　 矩阵表示为

ｘ′

ｙ′

ｚ′











＝
ａ ｂ ｃ

ｄ ｅ ｆ

ｇ ｈ ｉ











ｘ

ｙ

ｚ











＋
ｌ

ｍ

ｎ











（３－１８）

　 　 变换后的坐标 ｘ′、ｙ′和 ｚ′都是变换前坐标 ｘ、ｙ 和 ｚ 的线性函数。参数 ａ、ｂ、ｃ、ｄ、ｅ、ｆ、ｇ、ｈ、ｉ 是

变形系数，ｌ、ｍ、ｎ 是平移系数。仿射变换具有平行线变换为平行线，有限点映射为有限点的一般

特性。平移、缩放、旋转、反射和错切 ５ 种变换都是三维仿射变换的特例，任何一组三维仿射变

换都可以表示为这 ５ 种变换的组合。

三维图形的仿射变换可以通过点变换来完成。例如直线的变换可以通过对两个顶点坐标

进行变换，连接新顶点得到变换后的新直线；多边形的变换可以通过对每个顶点进行变换，连接

新顶点得到变换后的新多边形。自由曲线的变换可通过变换控制多边形的控制点后，重新生成
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曲线来实现。

从式 ３－１８ 可以看出，三维仿射变换包含了矩阵乘法和矩阵加法，而矩阵加法出现在平移变

换上。为了统一用矩阵乘法来完成三维图形的几何变换，引入了齐次坐标。

３．２　 基于齐次坐标的三维变换

３．２．１　 齐次坐标

所谓齐次坐标就是用 ｎ＋１ 维向量表示 ｎ 维向量。例如，在二维平面中，点 Ｐ（ｘ，ｙ）的齐次坐
标表示为（Ｘ，Ｙ，Ｗ）＝ （ｗｘ，ｗｙ，ｗ）。如果 ｗ 不等于零，就可以用 ｗ 去除齐次坐标来得到原坐标，
即 ｘ ＝Ｘ ／ Ｗ，ｙ ＝ Ｙ ／ Ｗ。类似地，在三维空间中，点 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的齐次坐标表示为（Ｘ，Ｙ，Ｗ）＝ （ｗｘ，
ｗｙ，ｗｚ，ｗ）。这里，ｗ 为任意不为 ０ 的缩放系数。如果 ｗ ＝ １，就是规范化的齐次坐标。为了避开
齐次坐标的除法运算，工程中一般使用规范化齐次坐标点进行几何变换。二维点 Ｐ（ｘ，ｙ）的规
范化齐次坐标为（ｘ，ｙ，１），三维点 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）的规范化齐次坐标为（ｘ，ｙ，ｚ，１）。

我们知道，如果直接用三维顶点来进行三维变换，平移变换用的是加法，而缩放变换和旋转

变换用的是乘法。定义了齐次坐标以后，平移变换就可以用乘法来表示。图形仿射变换可以表

示为图形顶点集合的齐次坐标矩阵与变换矩阵相乘的统一形式。

程序清单 ３－１：二维齐次坐标点类

１　 　 ｃｌａｓｓ ＣＰ２

｛

ｐｕｂｌｉｃ：

　 　 ＣＰ２（ｖｏｉｄ）；

５ 　 　 ｖｉｒｔｕａｌ ～ＣＰ２（ｖｏｉｄ）；
　 　 ＣＰ２（ｄｏｕｂｌｅ ｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｙ）；

ｐｕｂｌｉｃ：

　 　 ｄｏｕｂｌｅ ｘ，ｙ，ｗ；

｝；

程序说明：对比程序清单 ２－１，这里在二维点类中增加了齐次坐标 ｗ。ＣＰ３ 公有派生自二维
齐次坐标点类 ＣＰ２，自然继承了齐次坐标 ｗ。

３．２．２　 三维几何变换形式

设变换前物体顶点集合的齐次坐标矩阵为
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Ｐ ＝

ｘ０ ｘ１ … ｘｎ － １
ｙ０ ｙ１ … ｙｎ － １
ｚ０ ｚ１ … ｚｎ － １
１ １ … １















　 　 假设有 ｎ 个顶点参与变换，用 Ｐ 表示变换前的三维顶点矩阵（４×ｎ），用 Ｐ′表示变换后的三
维顶点矩阵（４×ｎ），Ｍ 表示变换矩阵（４×４），变换后新的物体顶点集合的齐次坐标矩阵如下：

Ｐ′ ＝

ｘ′０ ｘ′１ … ｘ′ｎ － １
ｙ′０ ｙ′１ … ｙ′ｎ － １
ｚ′０ ｚ′１ … ｚ′ｎ － １
１ １ … １















三维变换矩阵

Ｍ ＝

ａ ｂ ｃ ｌ
ｄ ｅ ｆ ｍ
ｇ ｈ ｉ ｎ
ｐ ｑ ｒ ｓ















则三维变换公式 Ｐ′＝Ｍ·Ｐ 可以写成

ｘ′０ ｘ′１ … ｘ′ｎ － １
ｙ′０ ｙ′１ … ｙ′ｎ － １
ｚ′０ ｚ′１ … ｚ′ｎ － １
１ １ … １















＝

ａ ｂ ｃ ｌ
ｄ ｅ ｆ ｍ
ｇ ｈ ｉ ｎ
ｐ ｑ ｒ ｓ















ｘ０ ｘ１ … ｘｎ － １
ｙ０ ｙ１ … ｙｎ － １
ｚ０ ｚ１ … ｚｎ － １
１ １ … １















（３－１９）

　 　

３．２．３　 三维几何变换矩阵

引入齐次坐标后，三维变换矩阵是一个 ４×４ 方阵。

Ｍ ＝

ａ ｂ ｃ ｌ
ｄ ｅ ｆ ｍ
ｇ ｈ ｉ ｎ
ｐ ｑ ｒ ｓ















（３－２０）

其中，Ｍ１ ＝
ａ ｂ ｃ
ｄ ｅ ｆ
ｇ ｈ ｉ











为 ３×３ 阶子矩阵，对物体进行缩放、旋转、反射和错切变换；Ｍ２ ＝
ｌ
ｍ
ｎ











，为 ３

×１ 阶子矩阵，对物体进行平移变换；Ｍ３ ＝ ｐ ｑ ｒo p ，为 １×３ 阶子矩阵，对物体进行投影变换；Ｍ４

＝ ｓo p ，为 １×１ 阶子矩阵，对物体进行整体比例变换。
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３．２．４　 三维基本几何变换矩阵

下面直接给出各种变换的齐次坐标矩阵。

１． Copy
平移变换齐次坐标矩阵

Ｔ ＝

１ ０ ０ Ｔｘ
０ １ ０ Ｔｙ
０ ０ １ Ｔｚ
０ ０ ０ １















（３－２１）

２． ripy
缩放变换齐次坐标矩阵

Ｓ ＝

Ｓｘ ０ ０ ０

０ Ｓｙ ０ ０

０ ０ Ｓｚ ０

０ ０ ０ １















（３－２２）

３． ghpy
绕 ｘ 轴旋转的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓ β － ｓｉｎ β ０
０ ｓｉｎ β ｃｏｓ β ０
０ ０ ０ １















（３－２３）

　 　 绕 ｙ 轴旋转的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

ｃｏｓ β ０ ｓｉｎ β ０
０ １ ０ ０

－ ｓｉｎ β ０ ｃｏｓ β ０
０ ０ ０ １















（３－２４）

　 　 绕 ｚ 轴旋转的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

ｃｏｓ β － ｓｉｎ β ０ ０
ｓｉｎ β ｃｏｓ β ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－２５）

４． t(py
关于 ｘ 轴反射的齐次坐标矩阵
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Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ － １ ０ ０
０ ０ － １ ０
０ ０ ０ １















（３－２６）

　 　 关于 ｙ 轴反射的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

－ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ － １ ０
０ ０ ０ １















（３－２７）

　 　 关于 ｚ 轴反射的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

－ １ ０ ０ ０
０ － １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－２８）

　 　 关于 ｘＯｙ 面反射的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ － １ ０
０ ０ ０ １















（３－２９）

　 　 关于 ｙＯｚ 面反射的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

－ １ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－３０）

　 　 关于 ｚＯｘ 面反射的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ － １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－３１）

５． Copy
沿 ｘ 方向错切的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ｂ ｃ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－３２）
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　 　 沿 ｙ 方向错切的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
ｄ １ ｆ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－３３）

　 　 沿 ｚ 方向错切的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
ｇ ｈ １ ０
０ ０ ０ １















（３－３４）

３．３　 三维复合变换

三维基本变换是相对于坐标原点或坐标轴进行的几何变换。三维复合变换是指对物体做

一次以上的基本变换，总变换矩阵是每一步变换矩阵相乘的结果。

Ｐ′ ＝ Ｍ·Ｐ ＝ Ｍ ｎ·Ｍ ｎ － １……Ｍ２·Ｍ１·Ｐ　 　 （ｎ ＞ １） （３－３５）
其中，Ｍ 为复合变换矩阵，Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍ ｎ 为 ｎ 个单一的基本变换矩阵。

３．３．１　 相对于任一参考点的三维变换

在三维基本变换中，旋转变换和缩放变换是与参考点相关的。相对于任一参考点的缩放变

换和旋转变换应表达为复合变换形式。变换方法是首先将参考点平移到坐标系原点，相对于坐

标系原点做缩放变换或旋转变换，然后再进行反平移，将参考点平移回原位置。

３．３．２　 相对于任意方向的三维变换

相对于任意方向的变换方法是首先对“任意方向”做旋转变换，使“任意方向”与某个坐标

轴重合，然后对该坐标轴进行三维基本变换，最后做反向旋转变换，将“任意方向”还原回原来的

方向。三维变换中需要进行两次旋转变换，才能使“任意方向”与某一坐标轴重合。一般做法是

先将“任意方向”旋转到某个坐标平面内，然后再旋转到与该坐标平面内的某一个坐标轴重合。

这里“某一个坐标轴”可以选取 ３ 个坐标轴中的任意一个，ｚ 轴是个不错的选择。
变换步骤：

（１）平移变换，使得旋转轴通过坐标系原点；
（２）旋转变换，使得旋转轴与某一坐标轴重合；
（３）绕坐标轴完成指定的旋转；
（４）利用逆旋转变换使旋转轴回到其原始方向；
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（５）利用逆平移变换使旋转轴回到其原始方向。
程序清单 ３－２：三维几何变换类

　 　 ＃ｉｎｃｌｕｄｅ ＂ Ｐ３．ｈ＂ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／包含三维齐次坐标点

１ ｃｌａｓｓ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３

｛

ｐｕｂｌｉｃ：

　 　 ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３（ｖｏｉｄ）；

５ 　 　 ｖｉｒｔｕａｌ ～ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３（ｖｏｉｄ）；
　 　 ｖｏｉｄ ＳｅｔＭａｔｒｉｘ（ＣＰ３ Ｐ，ｉｎｔ ｐｔＮｕｍｂｅｒ）； ／ ／三维顶点数组初始化

　 　 ｖｏｉｄ Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（ｖｏｉｄ）； ／ ／单位矩阵初始化

　 　 ｖｏｉｄ Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｔｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｔｙ，ｄｏｕｂｌｅ ｔｚ）； ／ ／平移变换

　 　 ｖｏｉｄ Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｙ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｚ）； ／ ／缩放变换

１０ 　 　 ｖｏｉｄ Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｙ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｚ，ＣＰ３ ｐ）； ／ ／相对于任意点的缩放变换

　 　 ｖｏｉｄ Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓ）； ／ ／整体缩放变换

　 　 ｖｏｉｄ Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓ，ＣＰ３ ｐ）； ／ ／相对于任意点的整体缩放变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｏｔａｔｅＸ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ）； ／ ／绕 Ｘ 轴旋转变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｏｔａｔｅＹ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ）； ／ ／绕 Ｙ 轴旋转变换

１５ 　 　 ｖｏｉｄ ＲｏｔａｔｅＺ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ）； ／ ／绕 Ｚ 轴旋转变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｏｔａｔｅＸ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ，ＣＰ３ ｐ）； ／ ／相对于任意点的绕 Ｘ 轴旋转变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｏｔａｔｅＹ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ，ＣＰ３ ｐ）； ／ ／相对于任意点的绕 Ｙ 轴旋转变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｏｔａｔｅＺ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ，ＣＰ３ ｐ）； ／ ／相对于任意点的绕 Ｚ 轴旋转变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｅｆｌｅｃｔＸ（ｖｏｉｄ）； ／ ／关于 Ｘ 轴反射变换

２０ 　 　 ｖｏｉｄ ＲｅｆｌｅｃｔＹ（ｖｏｉｄ）； ／ ／关于 Ｙ 轴反射变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｅｆｌｅｃｔＺ（ｖｏｉｄ）； ／ ／关于 Ｚ 轴反射变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｅｆｌｅｃｔＸＯＹ（ｖｏｉｄ）； ／ ／关于 ＸＯＹ 面反射变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｅｆｌｅｃｔＹＯＺ（ｖｏｉｄ）； ／ ／关于 ＹＯＺ 面反射变换

　 　 ｖｏｉｄ ＲｅｆｌｅｃｔＺＯＸ（ｖｏｉｄ）； ／ ／关于 ＺＯＸ 面反射变换

２５ 　 　 ｖｏｉｄ ＳｈｅａｒＸ（ｄｏｕｂｌｅ ｂ，ｄｏｕｂｌｅ ｃ）； ／ ／沿 Ｘ 方向错切变换

　 　 ｖｏｉｄ ＳｈｅａｒＹ（ｄｏｕｂｌｅ ｄ，ｄｏｕｂｌｅ ｆ）； ／ ／沿 Ｙ 方向错切变换

　 　 ｖｏｉｄ ＳｈｅａｒＺ（ｄｏｕｂｌｅ ｇ，ｄｏｕｂｌｅ ｈ）； ／ ／沿 Ｚ 方向错切变换

　 　 ｖｏｉｄ ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（ｖｏｉｄ）； ／ ／矩阵相乘

ｐｒｉｖａｔｅ：

３０ 　 　 ｄｏｕｂｌｅ Ｍ［４］［４］； ／ ／三维变换矩阵

　 　 　 　 ＣＰ３ Ｐ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／三维顶点数组名

　 　 ｉｎｔ　 ｐｔＮｕｍｂｅｒ； ／ ／三维顶点个数

｝；

ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３（ｖｏｉｄ）
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３５ 　 ｛｝

ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：～ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３（ｖｏｉｄ）
｛｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＳｅｔＭａｔｒｉｘ（ＣＰ３ Ｐ，ｉｎｔ ｐｔＮｕｍｂｅｒ）　 　 　 　 　 　 ／ ／顶点数组初始化

｛

４０ 　 　 ｔｈｉｓ－＞Ｐ ＝ Ｐ；

　 　 ｔｈｉｓ－＞ｐｔＮｕｍｂｅｒ ＝ ｐｔＮｕｍｂｅｒ；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（ｖｏｉｄ） ／ ／单位矩阵

｛

４５ 　 　 Ｍ［０］［０］＝ １．０，Ｍ［０］［１］＝ ０．０，Ｍ［０］［２］＝ ０．０，Ｍ［０］［３］＝ ０．０；

　 　 Ｍ［１］［０］＝ ０．０，Ｍ［１］［１］＝ １．０，Ｍ［１］［２］＝ ０．０，Ｍ［１］［３］＝ ０．０；

　 　 Ｍ［２］［０］＝ ０．０，Ｍ［２］［１］＝ ０．０，Ｍ［２］［２］＝ １．０，Ｍ［２］［３］＝ ０．０；

　 　 Ｍ［３］［０］＝ ０．０，Ｍ［３］［１］＝ ０．０，Ｍ［３］［２］＝ ０．０，Ｍ［３］［３］＝ １．０；

｝

５０ ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｔｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｔｙ，ｄｏｕｂｌｅ ｔｚ） ／ ／平移变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［０］［３］＝ ｔｘ，Ｍ［１］［３］＝ ｔｙ，Ｍ［２］［３］＝ ｔｚ；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

５５ ｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｙ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｚ） ／ ／缩放变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［０］［０］＝ ｓｘ，Ｍ［１］［１］＝ ｓｙ，Ｍ［２］［２］＝ ｓｚ；

６０ 　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓｘ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｙ，ｄｏｕｂｌｅ ｓｚ，ＣＰ３ ｐ） ／ ／相对于任意点的缩放变换

｛

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（－ｐ．ｘ，－ｐ．ｙ，－ｐ．ｚ）；

６５ 　 　 Ｓｃａｌｅ（ｓｘ，ｓｙ，ｓｚ）；

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｐ．ｘ，ｐ．ｙ，ｐ．ｚ）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓ） ／ ／整体缩放变换

　 　 ｛　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

７０ 　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［０］［０］＝ ｓ，Ｍ［１］［１］＝ ｓ，Ｍ［２］［２］＝ ｓ；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；
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　 　 ｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：Ｓｃａｌｅ（ｄｏｕｂｌｅ ｓ，ＣＰ３ ｐ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／相对于任意点的整体缩放变换

７５ ｛

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（－ｐ．ｘ，－ｐ．ｙ，－ｐ．ｚ）；

　 　 Ｓｃａｌｅ（ｓ）；

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｐ．ｘ，ｐ．ｙ，ｐ．ｚ）；

｝

８０ ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｏｔａｔｅＸ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ） ／ ／绕 Ｘ 轴的旋转变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 ｂｅｔａ ＝ ｂｅｔａ  ＰＩ ／ １８０；

　 　 Ｍ［１］［１］＝ ｃｏｓ（ｂｅｔａ），Ｍ［１］［２］＝ －ｓｉｎ（ｂｅｔａ）；

８５ 　 　 Ｍ［２］［１］＝ ｓｉｎ（ｂｅｔａ），Ｍ［２］［２］＝ ｃｏｓ（ｂｅｔａ）；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｏｔａｔｅＹ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ） ／ ／绕 Ｙ 轴的旋转变换

｛

９０ 　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 ｂｅｔａ ＝ ｂｅｔａ  ＰＩ ／ １８０；

　 　 Ｍ［０］［０］＝ ｃｏｓ（ｂｅｔａ），Ｍ［０］［２］＝ ｓｉｎ（ｂｅｔａ）；

　 　 Ｍ［２］［０］＝ －ｓｉｎ（ｂｅｔａ），Ｍ［２］［２］＝ ｃｏｓ（ｂｅｔａ）；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

９５ ｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｏｔａｔｅＺ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ） ／ ／绕 Ｚ 轴的旋转变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 ｂｅｔａ ＝ ｂｅｔａ  ＰＩ ／ １８０；

１００ 　 　 Ｍ［０］［０］＝ ｃｏｓ（ｂｅｔａ），Ｍ［０］［１］＝ －ｓｉｎ（ｂｅｔａ）；

　 　 Ｍ［１］［０］＝ ｓｉｎ（ｂｅｔａ），Ｍ［１］［１］＝ ｃｏｓ（ｂｅｔａ）；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｏｔａｔｅＸ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ，ＣＰ３ ｐ） ／ ／相对于任意点的绕 Ｘ 轴的旋转变换

１０５ ｛

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（－ｐ．ｘ，－ｐ．ｙ，－ｐ．ｚ）；

　 　 　 　 ＲｏｔａｔｅＸ（ｂｅｔａ）；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｐ．ｘ，ｐ．ｙ，ｐ．ｚ）；

｝

１１０ ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｏｔａｔｅＹ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ，ＣＰ３ ｐ） ／ ／相对于任意点的绕 Ｙ 轴的旋转变换
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　 　 ｛

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（－ｐ．ｘ，－ｐ．ｙ，－ｐ．ｚ）；

　 　 ＲｏｔａｔｅＹ（ｂｅｔａ）；

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｐ．ｘ，ｐ．ｙ，ｐ．ｚ）；

１１５ ｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｏｔａｔｅＺ（ｄｏｕｂｌｅ ｂｅｔａ，ＣＰ３ ｐ）　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／相对于任意点的绕 Ｚ 轴的旋转变换

｛

　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（－ｐ．ｘ，－ｐ．ｙ，－ｐ．ｚ）；

　 　 ＲｏｔａｔｅＺ（ｂｅｔａ）；

１２０ 　 　 Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（ｐ．ｘ，ｐ．ｙ，ｐ．ｚ）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｅｆｌｅｃｔＸ（ｖｏｉｄ） ／ ／关于 Ｘ 轴的反射变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

１２５ 　 　 Ｍ［１］［１］＝ －１，Ｍ［２］［２］＝ －１；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｅｆｌｅｃｔＹ（ｖｏｉｄ） ／ ／关于 Ｙ 轴的反射变换

｛

１３０ 　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［０］［０］＝ －１；Ｍ［２］［２］＝ －１；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｅｆｌｅｃｔＺ（ｖｏｉｄ） ／ ／关于 Ｚ 轴的反射变换

１３５ ｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［０］［０］＝ －１；Ｍ［１］［１］＝ －１；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

１４０ ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｅｆｌｅｃｔＸＯＹ（ｖｏｉｄ） ／ ／关于 ＸＯＹ 面的反射变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［２］［２］＝ －１；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

１４５　 ｝　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｅｆｌｅｃｔＹＯＺ（ｖｏｉｄ） ／ ／关于 ＹＯＺ 面的反射变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

·８７· 第 ３ 章 　 三维仿射变换



　 　 　 　 Ｍ［０］［０］＝ －１；

１５０ 　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＲｅｆｌｅｃｔＺＯＸ（ｖｏｉｄ）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／关于 ＺＯＸ 面的反射变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

１５５ 　 　 Ｍ［１］［１］＝ －１；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＳｈｅａｒＸ（ｄｏｕｂｌｅ ｂ，ｄｏｕｂｌｅ ｃ） ／ ／ 沿 Ｘ 方向的错切变换

｛

１６０ 　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［０］［１］＝ ｂ；Ｍ［０］［２］＝ ｃ；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＳｈｅａｒＹ（ｄｏｕｂｌｅ ｄ，ｄｏｕｂｌｅ ｆ） ／ ／沿 Ｙ 方向错切变换

１６５ ｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［１］［０］＝ ｄ；Ｍ［１］［２］＝ ｆ；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

｝

１７０ ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＳｈｅａｒＺ（ｄｏｕｂｌｅ ｇ，ｄｏｕｂｌｅ ｈ） ／ ／沿 Ｚ 方向错切变换

｛

　 　 Ｉｄｅｎｔｉｔｙ（）；

　 　 Ｍ［２］［０］＝ ｇ；Ｍ［２］［１］＝ ｈ；

　 　 ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（）；

１７５ ｝

ｖｏｉｄ ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３：：ＭｕｌｔｉｐｌｙＭａｔｒｉｘ（ｖｏｉｄ） ／ ／矩阵相乘

｛

　 　 ＣＰ３ ＰＴｅｍｐ ＝ ｎｅｗ ＣＰ３［ｐｔＮｕｍｂｅｒ］；

　 　 ｆｏｒ（ｉｎｔ ｉ ＝ ０；ｉ ＜ ｐｔＮｕｍｂｅｒ；ｉ＋＋）

１８０ 　 　 　 　 ＰＴｅｍｐ［ｉ］＝ Ｐ［ｉ］；

　 　 ｆｏｒ（ｉｎｔ ｉ ＝ ０；ｉ ＜ ｐｔＮｕｍｂｅｒ；ｉ＋＋）

　 　 ｛

　 　 　 　 　 　 Ｐ［ｉ］．ｘ ＝ Ｍ［０］［０］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｘ＋Ｍ［０］［１］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｙ＋Ｍ［０］［２］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｚ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋Ｍ［０］［３］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｗ；

　 　 　 　 Ｐ［ｉ］．ｙ ＝ Ｍ［１］［０］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｘ＋Ｍ［１］［１］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｙ＋Ｍ［１］［２］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｚ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋Ｍ［１］［３］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｗ；
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１８５ 　 　 　 　 Ｐ［ｉ］．ｚ ＝ Ｍ［２］［０］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｘ＋Ｍ［２］［１］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｙ＋Ｍ［２］［２］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｚ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋Ｍ［２］［３］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｗ；

　 　 　 　 Ｐ［ｉ］．ｗ ＝ Ｍ［３］［０］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｘ＋Ｍ［３］［１］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｙ＋Ｍ［３］［２］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｚ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＋Ｍ［３］［３］ＰＴｅｍｐ［ｉ］．ｗ；

　 　 ｝

　 　 ｄｅｌｅｔｅ ［］ＰＴｅｍｐ；

｝

程序说明：第 ３８ ～ ４２ 行语句读入参与变换的三维顶点矩阵，这是三维变换类的接口。基于
齐次坐标的三维顶点使用一维数组 Ｐ 表示，元素类型为 ＣＰ３，ｐｔＮｕｍｂｅｒ 是数组元素个数。第
１７６ ～ １８９ 行语句实现三维变换矩阵与顶点矩阵的乘法，计算结果仍然存放在三维顶点矩阵中。

程序清单 ３－３：三维变换类示例
以立方体正交投影为例，讲解 ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３ 类的使用方法。在第 ２ 章的程序清单 ２－４ 中，已

经定义过单位立方体类，名称为 ＣＣｕｂｅ。这里，定义立方体对象名为 ｃｕｂｅ。

１　 　 ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ：：ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ（）

｛

　 　 ／ ／ ＴＯＤＯ：ａｄｄ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ｈｅｒｅ

　 　 Ａｌｐｈａ ＝ ０．０，Ｂｅｔａ ＝ ０．０；

５ 　 　 ｂＰｌａｙ ＝ ＦＡＬＳＥ；

　 　 ｃｕｂｅ．ＲｅａｄＶｅｒｔｅｘ（）；

　 　 ｃｕｂｅ．ＲｅａｄＦａｃｅｔ（）；

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．ＳｅｔＭａｔｒｉｘ（ｃｕｂｅ．Ｐ，８）；

　 　 ｉｎｔ ｎＥｄｇｅ ＝ ３００；

１０ 　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ｓｃａｌｅ（ｎＥｄｇｅ）；

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（－ｎＥｄｇｅ ／ ２，－ｎＥｄｇｅ ／ ２，－ｎＥｄｇｅ ／ ２）；

｝

程序说明：在 ＴｅｓｔＶｉｅｗ．ｈ 文件中添加如下声明：

　 　 ＣＣｕｂｅ ｃｕｂｅ；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／立方体对象

ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ； ／ ／定义变换对象

１５ ｄｏｕｂｌｅ Ａｌｐｈａ，Ｂｅｔａ； ／ ／绕 ｘ 轴旋转 α 角，绕 ｙ 轴旋转 β 角

ＢＯＯＬ ｂＰｌａｙ； ／ ／动画开关

程序说明（续）：第 ４ 行语句初始化旋转角。第 ５ 行语句初始化动画状态为“停止”。第 ６ ～ ７
行语句使用 ｃｕｂｅ 对象读入立方体的点表与面表。第 ８ 行语句用立方体的顶点数组 Ｐ（顶点个数
８）初始化三维变换类对象 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ。第 ９ ～ １０ 行语句将立方体放大 ｎＥｄｇｅ 倍，这里使用的是整
体缩放函数。第 １１ 行语句将立方体的体心移到世界坐标系原点处，为围绕世界坐标系原点旋
转立方体做准备。代码如下：
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　 　 ｖｏｉｄ ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ：：ＯｎＴｉｍｅｒ（ＵＩＮＴ＿ＰＴＲ ｎＩＤＥｖｅｎｔ）

｛

　 　 ／ ／ ＴＯＤＯ：Ａｄｄ ｙｏｕｒ ｍｅｓｓａｇｅ ｈａｎｄｌｅｒ ｃｏｄｅ ｈｅｒｅ ａｎｄ ／ ｏｒ ｃａｌｌ ｄｅｆａｕｌｔ

２０ 　 　 Ａｌｐｈａ ＝ ５，Ｂｅｔａ ＝ ５；

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．ＲｏｔａｔｅＸ（Ａｌｐｈａ）；

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ．ＲｏｔａｔｅＹ（Ｂｅｔａ）；

　 　 Ｉｎｖａｌｉｄａｔｅ（ＦＡＬＳＥ）；

　 　 ＣＶｉｅｗ：：ＯｎＴｉｍｅｒ（ｎＩＤＥｖｅｎｔ）；

２５ ｝

程序说明（续）：在 ＷＭ＿ＴＩＭＥＲ 消息的响应函数 ＯｎＴｉｍｅｒ 中，绕指定坐标轴旋转立方体。第
２０ 行语句设置绕 ｘ 轴和绕 ｙ 轴的旋转角度 α 和 β。第 ２１ ～ ２２ 行语句通过三维旋转类对象 ｔｒａｎｓ
ｆｏｒｍ，调用 ＲｏｔａｔｅＸ 和 ＲｏｔａｔｅＹ 函数实现立方体绕世界坐标系的 ｘ 轴和 ｙ 轴的旋转变换。第 ２３ 行
语句使客户无效，系统强制刷新屏幕来绘制变换后的图形。

３．４　 坐标系变换

前面讲解的变换都是点变换。在实际应用中，经常需要将物体从一个坐标系变换到另一个

坐标系。例如在进行三维观察时，需要将物体的描述从世界坐标系变换到观察坐标系。同一种

变换既可以看作是点变换，也可以看作是坐标系变换。点变换是物体顶点位置发生改变，但坐

标系位置固定不动。坐标系变换是建立新坐标系描述旧坐标系内的顶点，坐标系位置发生改

变，但物体顶点的物理位置固定不动。

图 ３－１１　 二维平移变换

在二维坐标系 ｘＯｙ 下，对于点变换，如将 Ｐ（１，１）点平移到 Ｐ（３，３）点，如图 ３－１１（ａ）和（ｂ）
所示。如果看作是坐标系变换，则结果如图 ３－１１（ｃ）所示。图 ３－１１（ｃ）中，在旧坐标系 ｘＯｙ 中，
Ｐ 点的坐标是（１，１），在新坐标系 ｘ′Ｏ′ｙ′中，Ｐ 点的坐标为（３，３）。这两种变换方式表明：在解决
实际问题时，采用选择点变换还是选择坐标系变换只是处理问题的策略不同，而点与坐标原点
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的相对位置是相同的。

对于点变换，在 ｘｙｚ 三维坐标系中，设平移参数为（Ｔｘ，Ｔｙ，Ｔｚ），则 Ｐ 点变换到 Ｐ′点。用坐标
系变换表示上述平移变换，则是 Ｐ 点不动，将 ｘｙｚ 坐标系的原点从 Ｏ 点平移到 ｘ′ｙ′ ｚ′ 坐标系的
原点 Ｏ′点，坐标系平移参数为（－Ｔｘ，－Ｔｙ，－Ｔｚ）。下面给出三维坐标系变换矩阵。

１． Copyright(

Ｍ ＝

１ ０ ０ － Ｔｘ
０ １ ０ － Ｔｙ
０ ０ １ － Ｔｚ
０ ０ ０ １















（３－３６）

　 　 相对于点变换而言，坐标系变换的平移参数需要取为负值。
２． c)pyt(
三维坐标系的旋转变化矩阵应使用与点变换相反方向的旋转变换矩阵表示。

（１）绕 ｘ 轴逆时针方向旋转的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

１ ０ ０ ０
０ ｃｏｓ β ｓｉｎ β ０
０ － ｓｉｎ β ｃｏｓ β ０
０ ０ ０ １















（３－３７）

　 　 （２）绕 ｙ 轴逆时针方向旋转的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

ｃｏｓ β ０ － ｓｉｎ β ０
０ １ ０ ０
ｓｉｎ β ０ ｃｏｓ β ０
０ ０ ０ １















（３－３８）

　 　 （３）绕 ｚ 轴逆时针方向旋转的齐次坐标矩阵

Ｍ ＝

ｃｏｓ β ｓｉｎ β ０ ０
－ ｓｉｎ β ｃｏｓ β ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １















（３－３９）

上式中，β 取为顺时针旋转角。
３．  2pyt(
对于三维坐标系的反射变换，直接采用点变换的反射变换矩阵。
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　 　 微课视频
Copyr
ig

３．５　 综合案例 ３：三维球体类动画

１． ht(c
在世界坐标系中构建三维场景。设计球体 ＣＳｐｈｅｒｅ 类，构造太阳、地球和月

亮线框模型对象。由大到小分别代表太阳、地球、月亮。太阳位于场景中心静止

不动。地球起始位置位于太阳正右方，地球自转的同时围绕太阳逆时针方向公

转。月亮起始位置位于地球正右方，围绕地球旋转。试基于三维仿射变换类，编

程演示太阳、地球和月亮的运行动画，效果如图 ３－１２ 所示。

　 　 动画
Copyr
ig

图 ３－１２　 地球月亮太阳

２． htCo
计算机图形学中的三维场景（ｓｃｅｎｅ）是指由物体、光源、视点等构成的一个世界坐标系，用

于展示相关的图形对象。一般在 ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ 类内定义三维场景，ｘ 轴水平向右为正，ｙ 轴垂直向
上为正，ｚ 轴指向观察者。在建模坐标系内使用地理划分法建立球体模型，球心位于建模坐标系
原点。声明球类对象 ｓｐｈｅｒｅ０、ｓｐｈｅｒｅ１ 和 ｓｐｈｅｒｅ２，用于定义太阳、地球和月亮。请注意，球心坐标
是 ＣＳｈｅｒｅ 类的一个重要数据成员，用于设置太阳、地球和月亮在世界坐标系中的初始位置，如图
３－１３ 所示。

按照题目要求，月亮围绕地球旋转是绕世界坐标系原点的旋转，属于三维基本变换；月亮的

自转是相对于任意参考点的旋转，该参考点是地球的球心，属于复合变换。

３． htpy
（１）声明球类对象和三维变换对象
在 ＴｅｓｔＶｉｅｗ．ｈ 文件中，声明 ＣＳｐｈｅｒｅ 类和 ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３ 类对象为 ｐｒｏｔｅｃｔｅｄ 成员。

　 　 ｐｒｏｔｅｃｔｅｄ：

　 　 　 　 ＣＳｐｈｅｒｅ ｓｐｈｅｒｅ［３］；　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／球类对象

ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［３］； ／ ／变换对象

ｄｏｕｂｌｅ Ｂｅｔａ０，Ｂｅｔａ１，Ｂｅｔａ２； ／ ／旋转角
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图 ３－１３　 球类对象的初始位置

程序说明：ｓｐｈｅｒｅ［０］代表太阳，相应的三维变换对象为 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［０］；ｓｐｈｅｒｅ［１］代表地球，
相应的三维变换对象为 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［１］；ｓｐｈｅｒｅ［２］代表月亮，相应的三维变换对象为 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［２］。
球体公转和自转的旋转角用 β０、β１、β２ 表示。

（２）初始化球体对象
在 ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ 的构造函数中，定义球体对象的大小和初始位置。

１　 　 ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ：：ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ（）

｛

　 　 ／ ／ ＴＯＤＯ：ａｄｄ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ ｃｏｄｅ ｈｅｒｅ

　 　 ｂＰｌａｙ ＝ ＦＡＬＳＥ；

５ 　 　 ｆｏｒ（ｉｎｔ ｉ ＝ ０；ｉ ＜ ３；ｉ＋＋）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ／ ／读入顶点表和表面表

　 　 ｛

　 　 　 　 ｓｐｈｅｒｅ［ｉ］．ＲｅａｄＶｅｒｔｅｘ（）；

　 　 　 　 ｓｐｈｅｒｅ［ｉ］．ＲｅａｄＦａｃｅｔ（）；

　 　 　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［ｉ］．ＳｅｔＭａｔｒｉｘ（ｓｐｈｅｒｅ［ｉ］．Ｐ，（ｓｐｈｅｒｅ［ｉ］．Ｎ１ － １） ｓｐｈｅｒｅ［ｉ］．Ｎ２ ＋ ３）；

１０ 　 　 ｝

　 　 ｉｎｔ ｎＲａｄｉｕｓ１ ＝ １５０； ／ ／太阳半径

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［０］．Ｓｃａｌｅ（ｎＲａｄｉｕｓ１，ｎＲａｄｉｕｓ１，ｎＲａｄｉｕｓ１）； ／ ／缩放系数

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［０］．Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（０，０，０）； ／ ／初始位置

　 　 ｉｎｔ ｎＲａｄｉｕｓ２ ＝ ８０； ／ ／地球半径

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［１］．Ｓｃａｌｅ（ｎＲａｄｉｕｓ２，ｎＲａｄｉｕｓ２，ｎＲａｄｉｕｓ２）； ／ ／缩放系数

１５ 　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［１］．Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（３００，０，０）； ／ ／初始位置

　 　 ｉｎｔ ｎＲａｄｉｕｓ３ ＝ ４０； ／ ／月亮半径

　 　 　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［２］．Ｓｃａｌｅ（ｎＲａｄｉｕｓ３，ｎＲａｄｉｕｓ３，ｎＲａｄｉｕｓ３）；　 　 　 ／ ／缩放系数

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［２］．Ｔｒａｎｓｌａｔｅ（５００，０，０）； ／ ／初始位置

｝
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程序说明：ＣＳｐｈｅｒｅ 类定义的是单位球体，需要通过三维变换来进行缩放和设置球体出场的
初始位置。太阳、地球、月亮的半径依次缩小。太阳的中心与世界坐标系原点重合，其余 ２ 个球
体中心位于 ｘ 轴正向。地球的中心与世界坐标系原点相距 ３００ 像素，月亮的中心与世界坐标系
原点相距 ５００ 像素。

（３）设置旋转方式
在 ＷＭ＿ＴＩＭＥＲ 消息的映射函数 ＯｎＴｉｍｅｒ 中，设置地球和月亮的旋转方式。

１　 　 ｖｏｉｄ ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ：：ＯｎＴｉｍｅｒ（ＵＩＮＴ＿ＰＴＲ ｎＩＤＥｖｅｎｔ）

｛

　 　 ／ ／ ＴＯＤＯ：Ａｄｄ ｙｏｕｒ ｍｅｓｓａｇｅ ｈａｎｄｌｅｒ ｃｏｄｅ ｈｅｒｅ ａｎｄ ／ ｏｒ ｃａｌｌ ｄｅｆａｕｌｔ

　 　 Ｂｅｔａ０ ＝ ２；

５ 　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［１］．ＲｏｔａｔｅＹ（Ｂｅｔａ０）；

　 　 Ｂｅｔａ１ ＝ ４０；

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［１］．ＲｏｔａｔｅＹ（Ｂｅｔａ１，ｓｐｈｅｒｅ［１］．Ｐ［（ｓｐｈｅｒｅ［１］．Ｎ１ － １） ｓｐｈｅｒｅ［１］．Ｎ２ ＋ ２］）；

　 　 Ｂｅｔａ２ ＝ ２０；

　 　 ｔｒａｎｓｆｏｒｍ［２］．ＲｏｔａｔｅＹ（Ｂｅｔａ２，ｓｐｈｅｒｅ［１］．Ｐ［（ｓｐｈｅｒｅ［１］．Ｎ１ － １） ｓｐｈｅｒｅ［１］．Ｎ２ ＋ ２］）；

１０ 　 　 Ｉｎｖａｌｉｄａｔｅ（ＦＡＬＳＥ）；

　 　 ＣＶｉｅｗ：：ＯｎＴｉｍｅｒ（ｎＩＤＥｖｅｎｔ）；

｝

程序说明：第 ４ ～ ５ 行语句中 β０ 是地球公转的角度，地球绕太阳（三维坐标系原点）逆时针方
向旋转。第 ６ ～ ７ 行语句中 β１ 是地球自转的角度，地球相对于自身运动的中心逆时针方向旋转。
第 ８ ～ ９ 行语句中 β２ 是月亮公转的角度，月亮相对于地球运动的中心逆时针方向旋转。

４． Copy
一般情况下，将 ＣＴｅｓｔＶｉｅｗ 看作是三维场景空间。物体从建模坐标系中导入三维场景中的

过程是建模坐标系向世界坐标系变换的过程。导入场景中的球体对象需要借助三维变换类对

象进行缩放和平移变换。虽然本案例基于三维仿射变换实现了球体的相对运动，但也未能将球

体的大小与球体细分程度联系到一起。根据 ＬＯＤ 技术的要求，球体半径越大，细分程度越高；球
体越小，细分程度越低，请读者在编程时考虑这个问题。

３．６　 本 章 小 结

三维仿射变换的作用有两个：一个是将物体从建模坐标系中导入三维场景中，一般使用平

移变换和缩放变换；另一个是旋转物体观察全貌，相对于坐标系原点的旋转可以直接采用基本

变换矩阵实现，相对于参考点的旋转变换需要在变换前后对参考点进行平移和反平移。
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习　 题　 ３

３．１　 二维仿射变换是三维仿射变换的特例，旋转变换只有绕坐标原点的基本变换和绕任意
点的复合变换。二维旋转变换可以看作是三维变换中的绕 ｚ 轴的旋转变换。试建立自定义二维
坐标系 ｘＯｙ，原点 Ｏ 位于窗口客户区中心，ｘ 轴水平向右为正，ｙ 轴垂直向上为正。在原点下方 Ｂ

（０，ｂ）点，悬挂一边长为 ａ（｜ ｏｂ ｜≥槡
２
２
ａ）的正方形，如图 ３－１４ 所示。试设计二维变换类 ＣＴｒａｎｓ

ｆｏｒｍ２，实现正方形绕自身中心（Ｂ 点）逆时针方向的旋转变换。

　 　 程序运行结果
Co ３．１

图 ３－１４　 二维复合旋转变换

３．２　 将建模坐标系原点设在立方体中心点，并将立方体边长减半，得到小立方体。在世界
坐标系中，使用 ８ 个小立方体构造如图 ３－１５ 所示的八叉树。试基于三维变换类 ＣＴｒａｎｓｆｏｒｍ３，编
程实现八叉树绕坐标原点的旋转变换，效果如图 ３－１６ 所示。
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图 ３－１５　 八叉树 图 ３－１６　 习题 ２ 效果图

　 　 程序运行结果
Co ３．２

　 　 ３．３　 基于正二十面体模型生成递归球体。该球体一边绕 ｚ 轴逆时针方向旋转，一边在窗口
客户区内移动。碰撞客户区边界后，球体改变运动方向。试制作递归球体运动的动画，效果如

图 ３－１７ 所示。

　 　 程序运行结果
Co ３．３

图 ３－１７　 球体碰撞动画
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