
第三章　 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的
有界线性算子

　 　 由于 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中存在正交基，因此其空间的几何性质比 Ｂａｎａｃｈ 空间要
丰富得多，Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界线性算子理论也比 Ｂａｎａｃｈ 空间情形更加深刻，
特别是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的自伴算子理论形成了有界线性算子理论中的最完美部分．

§ １　 投影定理与 ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理

１．１　 投影定理

　 　 我们在第二章中曾指出，Ｂａｎａｃｈ 空间的子空间未必有补子空间 ．然而，在
Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中，任意子空间都有正交补子空间，这就是著名的投影（射影）定理 ．
这也是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间几何性质比 Ｂａｎａｃｈ 空间丰富的原因之一 ．
　 　 定理 １（投影定理）　 设 Ｍ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的闭子空间，则存在唯一的闭子
空间 Ｎ，满足
　 　 （ｉ）Ｍ⊥Ｎ；
　 　 （ｉｉ）Ｈ ＝Ｍ＋Ｎ，即对任意 ｘ∈Ｈ，存在 ｙ∈Ｍ 与 ｚ∈Ｎ，使得 ｘ ＝ ｙ＋ｚ．
　 　 注 　 通常称 ｙ 为 ｘ 在 Ｍ 中的正交投影，称 Ｎ 为 Ｍ 在 Ｈ 中的正交补，记作Ｎ ＝

Ｍ⊥ ．即使 Ｍ 是 Ｈ 中任一集合，也有正交补概念，见后面的定义 １．不难看出，对任
意 ｘ∈Ｈ，表示式 ｘ ＝ ｙ＋ｚ 是唯一的，事实上，若另有 ｙ′∈Ｍ，ｚ′∈Ｎ，使得 ｘ ＝ ｙ′＋ ｚ′，
则由 ｙ＋ｚ ＝ ｙ′＋ｚ′得 ｙ－ｙ′ ＝ ｚ′－ｚ，从而 ｙ－ｙ′∈Ｍ∩Ｎ，然而由（ｉ）有 Ｍ⊥Ｎ，故（ｙ－ｙ′，
ｙ－ｙ′）＝ ０，于是‖ｙ－ｙ′‖ ＝ ０，故 ｙ ＝ ｙ′，进一步 ｚ ＝ ｚ′．
　 　 证明 　 显然，Ｍ 也是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，从而有一组正交基，设为｛ｙα｝α∈Λ，记
Ｎ ＝｛ｚ∈Ｈ ｜ ｚ⊥Ｍ｝，则 Ｍ⊥Ｎ．对任意 ｘ∈Ｈ，由第一章 § ３ 引理 １ 的证明知，使（ｘ，
ｙα）≠０ 的 α 最多只有可数个，记为｛（ｘ，ｙα ｉ）｝

∞
ｉ ＝ １，则对任意 α∈Λ，α≠α ｉ，ｉ ＝ １，

２，…，（ｘ，ｙα）＝ ０．令

ｙ ＝
∞

ｉ ＝ １
（ｘ，ｙα ｉ）ｙα ｉ，

由 Ｂｅｓｓｅｌ 不等式知
∞

ｉ ＝ １
（ｘ，ｙα ｉ）

２≤‖ｘ‖ ２
，从而上式右端级数收敛 ．由于 Ｍ 是

Ｈ 中的闭集，所以 ｙ∈Ｍ．



　 　 记 ｚ ＝ ｘ－ｙ，对任意 α∈Λ，若 α ＝ α ｊ，则
（ｚ，ｙα ｊ）＝ （ｘ，ｙα ｊ）－（ｙ，ｙα ｊ）

＝ （ｘ，ｙα ｊ）－ 
∞

ｉ ＝ １
（ｘ，ｙα ｉ）ｙα ｉ，ｙα ｊ( )

＝（ｘ，ｙα ｊ）－（ｘ，ｙα ｊ）＝ ０，
若 α≠α ｊ，则

（ｚ，ｙα）＝ （ｘ，ｙα）－ 
∞

ｉ ＝ １
（ｘ，ｙα ｉ）ｙα ｉ，ｙα( ) ＝ ０．

这说明对任意 α∈Λ，（ｚ，ｙα）＝ ０，故 ｚ⊥Ｍ，即 ｚ∈Ｎ，由 ｘ 的任意性知 Ｈ ＝Ｍ＋Ｎ．
　 　 为证唯一性，假设另有 Ｎ′Ｈ，满足（ｉ），（ｉｉ），则由 Ｎ 的定义知显然有
Ｎ′Ｎ．对任意 ｚ∈Ｎ，由于 Ｎ′满足（ｉｉ），故存在 ｙ∈Ｍ，珓ｚ∈Ｎ′，使得 ｚ ＝ ｙ＋珓ｚ，于是 ｚ－珓ｚ＝

ｙ∈Ｍ，但因 Ｎ′⊥Ｍ，Ｎ⊥Ｍ，所以 ｚ－珓ｚ⊥Ｍ，因此 ｚ－珓ｚ⊥ｙ，这说明‖ ｚ－珓ｚ‖ ２ ＝（ｚ－珓ｚ，ｙ）
＝ ０，故 ｚ ＝珓ｚ，即 ｚ∈Ｎ′，唯一性得证 ．综上，定理证毕 ．
　 　 可以证明，对 Ｈ 的任意闭子空间 Ｍ，有（Ｍ⊥）⊥ ＝Ｍ，即使 Ｍ 是非闭的线性子
空间，我们也有类似的结论 ．
　 　 定义 １ 　 设 Ｍ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的子集，记 Ｍ⊥ ＝ ｛ｙ∈ Ｈ （ｙ，ｘ）＝ ０，
ｘ∈Ｍ｝，称 Ｍ⊥为 Ｍ 在 Ｈ 中的正交补 ．
　 　 定理 ２　 设 Ｍ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的线性子空间，则 珚Ｍ ＝（Ｍ⊥）⊥ ．
　 　 证明 　 不难证明（Ｍ⊥）⊥是 Ｈ 的闭子集 ．事实上，它是 Ｈ 的闭子空间，由正交
补定义显然有 Ｍ（Ｍ⊥）⊥，于是 珚Ｍ（Ｍ⊥）⊥ ．
　 　 现设 ｘ∈（Ｍ⊥）⊥，由于 珚Ｍ 是 Ｈ 的闭子空间，故由定理 １ 知存在 ｙ∈珚Ｍ，
ｚ∈珚Ｍ⊥，使得

ｘ ＝ ｙ＋ｚ，
由 ｚ⊥珚Ｍ 知 ｚ⊥Ｍ，即 ｚ∈Ｍ⊥，从而（ｘ，ｚ）＝ ０，于是由 ｙ⊥ｚ 得

（ｚ，ｚ）＝ （ｙ＋ｚ，ｚ）＝ （ｘ，ｚ）＝ ０，
故 ｚ ＝ ０，这说明 ｘ ＝ ｙ∈珚Ｍ．证毕 ．
　 　 注 　 如果 Ｍ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 中的任一闭子集，则上述定理 ２ 的结论一般
是不成立的，但若记 Ｌ（Ｍ）为含 Ｍ 的所有 Ｈ 的闭子空间之交，即 Ｌ（Ｍ）为含 Ｍ 的
最小的闭子空间，则有 Ｌ（Ｍ）＝ （Ｍ⊥）⊥，其证明与上面的证明相仿 ．通常称Ｌ（Ｍ）
为 Ｍ 张成的 Ｈ 之子空间 ．

１．２　 ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理

　 　 我们在上一章已经看到了对偶空间（或共轭空间）的影响，它在众多的问题
中起着重要作用，由于它的重要性，我们有必要研究 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间的对偶问题，有
意思的是，Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间的对偶空间在共轭同构意义下就是它本身，这便是
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ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理 ．
　 　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，显然，对任意 ｙ∈Ｈ，

ｆｙ（ｘ）＝ （ｘ，ｙ）
定义了 Ｈ 上的一个线性泛函，由于 ｆｙ（ｘ）＝ （ｘ，ｙ）≤‖ｘ‖·‖ｙ‖，可见 ｆｙ是

Ｈ 上的有界线性泛函，并且‖ｆｙ‖≤‖ｙ‖，如果取 ｘ ＝ ｙ，则得 ｆｙ（ｙ）＝ ‖ｙ‖
２
，于

是又有‖ｆｙ‖≥‖ｙ‖，所以‖ｆｙ‖ ＝‖ｙ‖，因此，映射
ｉ ∶ ｙ →ｆｙ

是 Ｈ 到 Ｈ的一个等距映射 ．
　 　 一个自然的问题是：Ｈ中除了形如 ｆｙ（ｘ）＝ （ｘ，ｙ）的泛函，还有没有别的泛
函？换句话说，映射 ｉ 是不是一个满射？ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理正是对上述问题
的一个完满回答 ．
　 　 定理 ３（ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理）　 设 ｆ∈Ｈ，则存在唯一的 ｙｆ∈Ｈ，使得

ｆ（ｘ）＝ （ｘ，ｙｆ），　 ｘ∈Ｈ，
且

‖ｆ‖ ＝‖ｙｆ‖ ．
　 　 证明 　 唯一性是平凡的，事实上，若有 ｙｆ，珓ｙｆ定义了同一个 ｆ，则对任意ｘ∈Ｈ，

ｆ（ｘ）＝ （ｘ，ｙｆ）＝ （ｘ，珓ｙｆ），

于是（ｘ，ｙｆ－珓ｙｆ）＝ ０，特别地，取 ｘ ＝ ｙｆ－珓ｙｆ，则得‖ｙｆ－珓ｙｆ‖
２ ＝ ０，所以 ｙｆ ＝珓ｙｆ ．

　 　 为证存在性，记 Ｍ ＝ ｋｅｒ ｆ ＝｛ｘ∈Ｈ ｆ（ｘ）＝ ０｝，则 Ｍ 显然是 Ｈ 的一个闭子空
间，如果 Ｍ ＝Ｈ，则 ｆ ＝ ０，此时取 ｙｆ ＝ ０ 即可，故不妨设 ＭＨ，从而 Ｍ

⊥≠｛０｝，对任
意 ｘ∈Ｈ，记

ｘ ＝ ｘＭ ＋ｘＭ⊥，　 ｘＭ∈Ｍ，　 ｘＭ⊥∈Ｍ
⊥，

则 ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘＭ⊥），显然，只要 ｘＭ⊥≠｛０｝，则 ｆ（ｘＭ⊥）≠０，取定 ｘ
（０）

Ｍ⊥
∈Ｍ⊥ ＼｛０｝，对任

意 ｘ∈Ｈ，令 ｋ ＝ ｆ（ｘ）／ ｆ（ｘ（０）
Ｍ⊥
），则

ｆ（ｘ）＝ ｋｆ（ｘ（０）
Ｍ⊥
）＝ ｆ（ｋｘ（０）

Ｍ⊥
），

因此 ｆ（ｘ－ｋｘ（０）
Ｍ⊥
）＝ ０，这说明 ｘ－ｋｘ（０）

Ｍ⊥
∈Ｍ，故得到 ｘ 的分解

ｘ ＝ ｘ－ｋｘ（０）
Ｍ⊥
＋ｋｘ（０）Ｍ⊥，

将上式两边与 ｘ（０）
Ｍ⊥
作内积得

（ｘ，ｘ（０）
Ｍ⊥
）＝ ｋ‖ｘ（０）

Ｍ⊥
‖ ２
，

于是 ｋ ＝（ｘ，ｘ（０）
Ｍ⊥
／‖ｘ（０）

Ｍ⊥
‖ ２
），即

ｆ（ｘ）＝ ｋｆ（ｘ（０）
Ｍ⊥
）＝ ｘ，

ｘ（０）
Ｍ⊥

‖ｘ（０）
Ｍ⊥
‖ ２








ｆ（ｘ（０）

Ｍ⊥
）
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＝ ｘ，
ｆ（ｘ（０）

Ｍ⊥
）

‖ｘ（０）
Ｍ⊥
‖ ２
ｘ（０）
Ｍ⊥








．

记 ｙｆ ＝
ｆ（ｘ（０）

Ｍ⊥
）

‖ｘ（０）
Ｍ⊥
‖ ２
ｘ（０）
Ｍ⊥
，则 ｙｆ即为所求 ．

　 　 至于等式‖ｆ‖ ＝‖ｙｆ‖的证明则已包含在本段一开始的说明中 ．证毕 ．

　 　 虽然我们证明了 ｉ··Ｈ→Ｈ是一一对应且映上的保范映射，但我们还不能说 Ｈ

与 Ｈ是同构的，因为我们所指的同构通常要保持线性结构，然而 ｉ 并不是一个
线性映射，例如，对任意 ｙ１，ｙ２∈Ｈ 及 α，β∈Ｃ，记 ｆ１ ＝ ｉ（ｙ１），ｆ２ ＝ ｉ（ｙ２），ｆ３ ＝ ｉ（αｙ１ ＋
βｙ２），则

ｆ３（ｘ）＝ （ｘ，αｙ１ ＋βｙ２）＝ 珔α（ｘ，ｙ１）＋珔β（ｘ，ｙ２）

＝ 珔αｆ１（ｘ）＋珔βｆ２（ｘ）＝ （珔αｆ１ ＋珔βｆ２）（ｘ），

可见 ｆ３ ＝珔αｆ１ ＋珔βｆ２，即

ｉ（αｙ１ ＋βｙ２）＝ 珔αｉ（ｙ１）＋珔βｉ（ｙ２），
这就是说，ｉ 是共轭线性映射，而非线性映射 ．
　 　 我们可以在 Ｈ中定义内积如下：

（ｆ，ｇ）＝ （ｙｆ，ｙｇ），
此处 ｙｆ，ｙｇ分别为 ｆ，ｇ 在 ｉ 下的原像 ．

　 　 不难验证在此内积下，Ｈ构成 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，此时，我们可以说 ｉ··Ｈ→Ｈ是两

个 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间之间的保范共轭线性双射，这样的两个空间通常称作共轭同构 ．
若对共轭同构的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间不加区别，则有 Ｈ ＝Ｈ．

１．３　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 共轭算子

　 　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上有界线性算子的共轭与 Ｂａｎａｃｈ 空间稍有不同，按 Ｂａｎａｃｈ
空间情形下的定义，对任意 Ｔ∈Ｌ（Ｈ）及 ｆ∈Ｈ，ｘ∈Ｈ，有

Ｔ ｆ（ｘ）＝ ｆ（Ｔｘ）．
由 ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理，存在 ｙｆ∈Ｈ，使得 ｆ（ｘ）＝ （ｘ，ｙｆ），从而

ｆ（Ｔｘ）＝ （Ｔｘ，ｙｆ），　 ｘ∈Ｈ．
另一方面，由于 Ｔ ｆ∈Ｈ，故存在 ｙＴ ｆ∈Ｈ，使得

Ｔ ｆ（ｘ）＝ （ｘ，ｙＴ ｆ），　 ｘ∈Ｈ．
于是（Ｔｘ，ｙｆ）＝ （ｘ，ｙＴ ｆ），ｙＴ ｆ与 ｙｆ是什么关系？是否必有 ｙＴ ｆ ＝ Ｔ

 ｙｆ？如果该等
式恒成立，则意味着

（Ｔｘ，ｙｆ）＝ （ｘ，Ｔ
 ｙｆ）．

现在以 λＴ 替代 Ｔ，按等式 λｆ（Ｔｘ）＝ ｆ（λＴｘ）＝ （λＴ） ｆ（ｘ）应有（λＴ） ＝ λＴ，然
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而将 λＴ 代入（Ｔｘ，ｙｆ）＝ （ｘ，Ｔ
 ｙｆ）得

（ｘ，（λＴ） ｙｆ）＝ （λＴｘ，ｙｆ）＝ λ（Ｔｘ，ｙｆ）＝ λ（ｘ，Ｔ
 ｙｆ）＝ （ｘ，珔λＴ

 ｙｆ），

可见（λＴ） ｙｆ ＝珔λＴ
 ｙｆ，这就是说在 Ｂａｎａｃｈ 空间对偶意义下，等式（Ｔｘ，ｙｆ）＝ （ｘ，

Ｔ ｙｆ）可以不成立，由于我们是在共轭线性同构下将 Ｈ 与 Ｈ
等同，如果沿用 Ｂａ

ｎａｃｈ 空间上的共轭算子的定义，等式（Ｔｘ，ｙ）＝ （ｘ，Ｔ ｙ）一般不成立，这样 Ｈｉｌｂｅｒｔ
空间中的许多性质使用起来很不方便，所以我们有必要重新探讨 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上
共轭算子的定义 ．
　 　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ１到 Ｈ２的有界线性算子，对任意 ｙ∈Ｈ２，记

ｆ（ｘ）＝ （Ｔｘ，ｙ），　 ｘ∈Ｈ１，
则 ｆ（ｘ）＝ （Ｔｘ，ｙ）≤‖Ｔｘ‖·‖ｙ‖≤‖Ｔ‖‖ｘ‖·‖ｙ‖，故 ｆ 是 Ｈ１上的有
界线性泛函，由 ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理知，存在唯一的 ｙｆ∈Ｈ１，使得

ｆ（ｘ）＝ （ｘ，ｙｆ），　 ｘ∈Ｈ１，
不难验证 ｙｆ由 ｙ 唯一确定，因此，可以定义

Ｔ ｙ ＝ ｙｆ，

容易证明 Ｔ是 Ｈ２（＝Ｈ

２ ）到 Ｈ１（＝Ｈ


１ ）的有界线性算子，称 Ｔ

为 Ｔ 的Ｈｉｌｂｅｒｔ共
轭算子 ．
　 　 由上述定义可见

（Ｔｘ，ｙ）＝ （ｘ，Ｔ ｙ），　 ｘ∈Ｈ１，ｙ∈Ｈ２ ．
现在我们来看看，Ｈｉｌｂｅｒｔ 共轭算子具有什么性质 ．
　 　 定理 ４　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｓ，Ｔ∈Ｌ（Ｈ），则
　 　 （ｉ）（Ｓ＋Ｔ） ＝ Ｓ ＋Ｔ；
　 　 （ｉｉ）（ＳＴ） ＝ Ｔ Ｓ；
　 　 （ｉｉｉ）（Ｔ） ＝ Ｔ；
　 　 （ｉｖ）对任意 α∈Ｃ，（αＴ） ＝珔αＴ；
　 　 （ｖ）若 Ｔ 有有界逆，则 Ｔ也有有界逆，且

（Ｔ）－１ ＝（Ｔ －１）；
　 　 （ｖｉ）‖Ｔ‖ ＝‖Ｔ‖ ．
　 　 证明 　 （ｉ）与（ｉｉ）由定义直接验证可得．为证（ｉｉｉ），任取 ｘ，ｙ∈Ｈ，由（Ｔｘ，ｙ）＝

（ｘ，Ｔ ｙ）知

（ｘ，（Ｔ） ｙ）＝ （Ｔ ｘ，ｙ）＝ （ｙ，Ｔ ｘ）＝ （Ｔｙ，ｘ）＝ （ｘ，Ｔｙ），
由 ｘ，ｙ 的任意性得（Ｔ） ＝ Ｔ．
　 　 下证（ｉｖ）．对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，

（ｘ，（αＴ） ｙ）＝ （（αＴ）ｘ，ｙ）＝ α（Ｔｘ，ｙ）＝ α（ｘ，Ｔ ｙ）
＝ （ｘ，珔αＴ ｙ），
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故而（αＴ） ＝珔αＴ ．
　 　 再证（ｖ），不难验证 Ｉ ＝ Ｉ，由于 ＴＴ －１ ＝ Ｔ －１Ｔ ＝ Ｉ，故由（ｉｉ）得

Ｔ（Ｔ －１） ＝（Ｔ －１Ｔ） ＝ Ｉ ＝ Ｉ，

（Ｔ －１）Ｔ ＝（ＴＴ －１） ＝ Ｉ ＝ Ｉ．
进而易知 Ｔ有有界逆，且（Ｔ）－１ ＝（Ｔ －１） ．
　 　 至于（ｖｉ），由‖Ｔｘ‖ ＝ ｓｕｐ

‖ｙ‖≤１
（Ｔｘ，ｙ）立得

‖Ｔ‖ ＝ ｓｕｐ
‖ｘ‖≤１

‖Ｔｘ‖ ＝ ｓｕｐ
‖ｘ‖≤１

ｓｕｐ
‖ｙ‖≤１

（Ｔｘ，ｙ）

＝ ｓｕｐ
‖ｙ‖≤１

ｓｕｐ
‖ｘ‖≤１

（ｘ，Ｔ ｙ）＝ ｓｕｐ
‖ｙ‖≤１

‖Ｔ ｙ‖ ＝‖Ｔ‖ ．

证毕 ．
　 　 在第二章，我们曾就 Ｂａｎａｃｈ 空间 Ｘ 上的有界线性算子 Ｔ 证明了如下的对偶
关系：

　 　 （ｉ）Ｎ（Ｔ）＝ Ｒ（Ｔ）⊥；

　 　 （ｉｉ）Ｎ（Ｔ）＝ ⊥Ｒ（Ｔ）；

　 　 （ｉｉｉ）⊥Ｎ（Ｔ）＝ Ｒ（Ｔ）；

　 　 （ｉｖ）Ｒ（Ｔ）Ｎ（Ｔ）⊥ ．
并指出（ｉｖ）可以是严格的包含关系 ．对于 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界线性算子 Ｔ，
（ｉ）—（ｉｖ）是否仍然成立呢？下面的定理肯定地回答了这个问题 ．
　 　 定理 ５　 设 Ｔ 是从 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ１到 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ２的有界线性算子，则

　 　 （ｉ）Ｎ（Ｔ）＝ Ｒ（Ｔ）⊥ ＝Ｒ（Ｔ）⊥；

　 　 （ｉｉ）Ｎ（Ｔ）＝ Ｒ（Ｔ）⊥ ＝Ｒ（Ｔ）⊥；

　 　 （ｉｉｉ）Ｒ（Ｔ）＝ Ｎ（Ｔ）⊥；

　 　 （ｉｖ）Ｒ（Ｔ）＝ Ｎ（Ｔ）⊥ ．
　 　 应该注意的是，由于 Ｈ与 Ｈ 在共轭同构意义下相同，故（ｉ）与（ｉｉｉ）中的零
化子均是相对于 Ｈ 而言 ．
　 　 证明 　 对任意 ｘ∈Ｎ（Ｔ），有 Ｔｘ ＝ ０，从而对任意 ｙ∈Ｈ２，

（ｘ，Ｔ ｙ）＝ （Ｔｘ，ｙ）＝ ０，
故 ｘ∈Ｒ（Ｔ）⊥，即 Ｎ（Ｔ）Ｒ（Ｔ）⊥ ．
　 　 反之，设 ｘ∈Ｒ（Ｔ）⊥，则对任意 ｙ∈Ｈ２，

（Ｔｘ，ｙ）＝ （ｘ，Ｔ ｙ）＝ ０，
从而 Ｔｘ ＝ ０，即 ｘ∈Ｎ（Ｔ）．因此 Ｎ（Ｔ）Ｒ（Ｔ）⊥ ．
　 　 综上得 Ｎ（Ｔ）＝ Ｒ（Ｔ）⊥，（ｉ）得证 ．

　 　 由Ｒ（Ｔ）＝ ［Ｒ（Ｔ）⊥］⊥ ＝Ｎ（Ｔ）⊥立知（ｉｖ）成立 ．
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　 　 （ｉｉ）与（ｉｉｉ）可类似证明 ．证毕 ．

§ ２　 几类特殊算子

２．１　 定义及例子

　 　 诚如我们在第二章最后所指出的，无限维空间上的算子的结构远比有限维
空间复杂得多，迄今还没有一个关于一般算子结构的比较完整的理论，于是很长

时期以来，人们致力于探讨一些特殊的算子，以期通过对这些算子的研究，为一

般算子理论的研究带来启示与帮助 ．
　 　 从大的方面看，特殊算子有两类，一类是某些特殊空间上的算子，这类算子
的一个显著特点是与函数论有着密切联系，从而可以借助函数论的方法和工具

来研究，同时对函数论的发展也有促进作用，最具代表性的首推 Ｈａｒｄｙ 空间上的
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子，这类算子不仅为一般算子提供了丰富多彩的例子，也为函数论的
研究注入了新的活力，特别是其指标理论的研究沟通了算子理论、拓扑、几何等

学科的内在联系，形成了核心数学的一个重要组成部分 ．
　 　 另一类是一般空间上具有某些特殊性质的算子，例如可以通过代数的方法
定义某些特殊算子 ．具体地说，这些算子可能满足某些代数方程，从而我们可以
利用这些性质研究这类算子的一般理论 ．
　 　 本节主要讨论 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上满足某些代数方程的几类特殊算子，至于函数
空间上的算子，由于其理论的深度与广度均超出了本书的范围，故本书不作详细

讨论 ．
　 　 定义 １　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ），
　 　 （ｉ）如果对任何 ｘ∈Ｈ，（Ｔｘ，ｘ）≥０，则称 Ｔ 为正算子，记为 Ｔ≥０．
　 　 （ｉｉ）如果 Ｔ ＝ Ｔ，则称 Ｔ 为自伴算子或自共轭算子 ． Ｈ 上的两个自伴算子

Ｔ１，Ｔ２如果满足 Ｔ１ －Ｔ２≥０，则记为 Ｔ１≥Ｔ２ ．

　 　 （ｉｉｉ）如果 ＴＴ ＝ ＴＴ，则称 Ｔ 为正规算子 ．

　 　 （ｉｖ）如果 ＴＴ ＝ ＴＴ ＝ Ｉ，则称 Ｔ 为酉算子 ．
　 　 注 　 显然，Ｔ 为自伴算子的充要条件是（Ｔｘ，ｙ）＝ （ｘ，Ｔｙ）．进而，Ｔ 为自伴算
子当且仅当对任何 ｘ∈Ｈ，（Ｔｘ，ｘ）为实数．事实上，如果 Ｔ 为自伴算子，则（Ｔｘ，ｘ）＝

（ｘ，Ｔｘ）＝ （Ｔｘ，ｘ），从而（Ｔｘ，ｘ）为实数 ．反之，如果对任意 ｘ∈Ｈ，（Ｔｘ，ｘ）为实数，
则有

（Ｔｘ，ｙ）＝
１
４
［（Ｔ（ｘ＋ｙ），ｘ＋ｙ）－（Ｔ（ｘ－ｙ），ｘ－ｙ）］＋
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ｉ
４
［（Ｔ（ｘ＋ｉｙ），ｘ＋ｉｙ）－（Ｔ（ｘ－ｉｙ），ｘ－ｉｙ）］

＝
１
４
［（ｘ＋ｙ，Ｔ（ｘ＋ｙ））－（ｘ－ｙ，Ｔ（ｘ－ｙ））］＋

　
ｉ
４
［（ｘ＋ｉｙ，Ｔ（ｘ＋ｉｙ））－（ｘ－ｉｙ，Ｔ（ｘ－ｉｙ））］

＝（ｘ，Ｔｙ）．
可见 Ｔ 是自伴算子 ．
　 　 由此可以看出，正算子一定是自伴算子 ．显然，自伴算子与酉算子都是正规
算子 ．
　 　 例 １　 设 Ｈ ＝ Ｌ２（［ａ，ｂ］），ｋ（ｓ，ｔ）∈Ｌ２（［ａ，ｂ］×［ａ，ｂ］），算子 Ｋ 定义为

（Ｋｆ）（ｓ）＝ ∫
ｂ

ａ
ｋ（ｓ，ｔ）ｆ（ｔ）ｄｔ，ｓ∈［ａ，ｂ］，ｆ∈Ｈ，

则 Ｋ 是 Ｌ２（［ａ，ｂ］）上以 ｋ（ｓ，ｔ）为核的积分算子 ．容易验证，Ｋ是以ｋ（ｔ，ｓ）为核的
积分算子 ．

　 　 所以，Ｋ 是自伴算子的充要条件是 ｋ（ｓ，ｔ）＝ ｋ（ｔ，ｓ）．
　 　 例 ２　 设 Ｈ ＝ ｌ２，（ａｉｊ）是无穷矩阵（ｉ，ｊ ＝ １，２，…），满足：对任何 ｘ ＝｛ξ ｊ｝∈ ｌ

２
，

η ｉ ＝
∞

ｊ ＝ １
ａｉｊξ ｊ对每个 ｉ 收敛且数列 ｙ ＝｛η ｉ｝∈ ｌ

２ ．定义算子 Ａ··ｘ →ｙ，则 Ａ 是 ｌ
２
上的

有界线性算子（请读者自行验证）．通常称 Ａ 是由矩阵（ａｉｊ）表示的算子 ．可以验证

Ａ是由（ａｊｉ）表示的算子（见本章习题 ５）．

　 　 所以，Ａ 为自伴算子的充要条件是 ａｉｊ ＝ ａｊｉ ．
　 　 例 ３　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｍ 是 Ｈ 的闭子空间 ．由本章 § １ 的投影定理，对

任何 ｘ∈Ｈ，有 ｘ ＝ ｙ＋ｚ，其中 ｙ∈Ｍ，ｚ∈Ｍ⊥，且这个表示式是唯一的 ．定义 Ｐ··Ｈ→Ｈ

为 Ｐｘ ＝ ｙ，则 Ｐ 是 Ｈ 上的有界线性算子，且当 ｘ∈Ｍ 时 Ｐｘ ＝ ｘ；当 ｘ∈Ｍ⊥时 Ｐｘ ＝ ０，
称 Ｐ 为 Ｈ 到 Ｍ 上的正交投影算子，简称为投影算子 ．
　 　 由于（Ｐｘ，ｘ）＝ （Ｐｘ，Ｐｘ）＝ ‖Ｐｘ‖ ２≥０，故 Ｐ 是正算子 ．
　 　 关于投影算子的性质，我们将在下一节详细讨论 ．
　 　 例 ４　 设 Ｈ 是可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，｛ｅｎ｝

＋∞
－∞是 Ｈ 的正规正交基 ．Ｈ 上的算子 Ｕ

由 Ｕｅｎ ＝ ｅｎ＋１ 定义，易验证 Ｕ 是 Ｈ 上的有界线性算子，Ｕ ｅｎ ＝ ｅｎ－１，从而

ＵＵ ＝ＵＵ ＝ Ｉ，即 Ｕ 是酉算子 ．通常称这个算子为双侧位移算子 ．
　 　 定义 ２　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界线性算子 Ｔ 如果满足

（Ｔｘ，Ｔｙ）＝ （ｘ，ｙ），
则称 Ｔ 为等距算子 ．
　 　 注 　 不难验证，一个算子是等距算子的充要条件是 Ｔ Ｔ ＝ Ｉ．一个等距算子 Ｔ
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是酉算子的充要条件是 Ｔ 为满射 ．从而酉算子一定是等距算子，但等距算子不一
定是酉算子 ．
　 　 例 ５　 设 Ｈ 是可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，｛ｅｎ｝

∞
ｎ ＝ １是 Ｈ 的正规直交基 ．Ｈ 上的算子 Ｓ

由 Ｓｅｎ ＝ ｅｎ＋１定义，则 Ｓ
 ｅｎ ＝ ｅｎ－１（ｎ≥２），Ｓ

 ｅ１ ＝ ０，从而 Ｓ
 Ｓ ＝ Ｉ，所以 Ｓ 是等距算子 ．

然而，由于 ｅ１Ｒ（Ｓ），故 Ｓ 不是酉算子 ．通常称这个算子为单侧位移算子 ．

　 　 例 ６　 设 Ｄ 是复平面上的开单位圆盘，即 Ｄ ＝｛ｚ∈Ｃ ｜｜ ｜ ｚ ｜ ＜１｝，ｄＡ 是 Ｄ 上的

面积测度，作 Ｌ２（Ｄ，ｄＡ）上的乘法算子 Ｎ 如下：当 ｆ∈Ｌ２（Ｄ，ｄＡ）时，
（Ｎｆ）（ｚ）＝ ｚｆ（ｚ），ｚ∈Ｄ，

显然 Ｎ 是有界线性算子，容易验证，Ｎ也是乘法算子，且
（Ｎ ｆ）（ｚ）＝ 珋ｚｆ（ｚ），ｆ∈Ｌ２（Ｄ，ｄＡ）．

因此，当 ｆ∈Ｌ２（Ｄ，ｄＡ）时，
（ＮＮ ｆ）（ｚ）＝ （ＮＮｆ）（ｚ）＝ ｜ ｚ ｜ ２ ｆ（ｚ）．

所以 Ｎ 是正规算子 ．

２．２　 双线性形式

　 　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是自伴算子，令
φ（ｘ，ｙ）＝ （Ｔｘ，ｙ），

则 φ（ｘ，ｙ）满足
　 　 （ｉ）φ（αｘ，ｙ）＝ αφ（ｘ，ｙ）　 （α∈Ｃ）；
　 　 （ｉｉ）φ（ｘ＋ｙ，ｚ）＝ φ（ｘ，ｚ）＋φ（ｙ，ｚ）；

　 　 （ｉｉｉ）φ（ｘ，ｙ）＝ φ（ｙ，ｘ）．
　 　 （ｉ）和（ｉｉ）实际是说，φ（ｘ，ｙ）关于第一个变元 ｘ 是线性的，从（ｉｉｉ）知 φ（ｘ，ｙ）
关于第二个变元 ｙ 是共轭线性的，即

φ（ｘ，αｙ１ ＋βｙ２）＝ 珔αφ（ｘ，ｙ１）＋珔βφ（ｘ，ｙ２），
我们可以利用上述性质给出一个更一般的概念 ．

　 　 定义 ３　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，如果二元映射 φ··Ｈ×Ｈ→Ｃ 满足：

　 　 （ｉ）φ（αｘ＋βｙ，ｚ）＝ αφ（ｘ，ｚ）＋βφ（ｙ，ｚ）；
　 　 （ｉｉ）φ（ｘ，αｙ＋βｚ）＝ 珔αφ（ｘ，ｙ）＋珔βφ（ｘ，ｚ），
则称 φ 为 Ｈ 上的双线性形式 ．
　 　 如果条件（ｉｉ）代以更强的：

　 　 （ｉｉｉ）φ（ｘ，ｙ）＝ φ（ｙ，ｘ），
则称 φ 为 Ｈ 上共轭的双线性形式 ．
　 　 如果一个双线性形式 φ 满足：
　 　 （ｉｖ）存在 Ｍ≥０，使 φ（ｘ，ｙ）≤Ｍ‖ｘ‖‖ｙ‖，
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则称 φ 为有界双线性形式 ．
　 　 若双线性形式 φ 满足
　 　 （ｖ）对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，φ（ｘ，ｙ）＝ φ（ｙ，ｘ），
则称 φ 为自伴双线性形式 ．
　 　 如果共轭双线性形式 φ 满足：
　 　 （ｖｉ）对所有的 ｘ∈Ｈ，φ（ｘ，ｘ）≥０，
则称 φ 为正定的双线性形式 ．
　 　 注 　 双线性形式关于后一个变量实际上是共轭线性的，故而有的书上又称
双线性形式为一次半线性形式 ．
　 　 条件（ｖｉ）实际上只是半正定性 ．因为 φ（ｘ，ｘ）＝ ０ 并不能推出 ｘ ＝ ０．有时候我
们仿照内积的记号，记双线性形式 φ（ｘ，ｙ）为〈ｘ，ｙ〉．
　 　 根据定义，对有界算子 Ｔ，〈ｘ，ｙ〉＝（Ｔｘ，ｙ）是有界的双线性形式 ．如果 Ｔ 还是
自伴算子或正算子，则〈ｘ，ｙ〉还是自伴或正定的 ．
　 　 除了 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界线性算子诱导的双线性形式之外，还有没有其他
的双线性形式？下面我们就来讨论这个问题 ．
　 　 定理 １　 如果 φ（ｘ，ｙ）是 Ｈ 上的有界双线性形式，则存在唯一的有界算子
Ｔ，使

φ（ｘ，ｙ）＝ （Ｔｘ，ｙ）．
　 　 证明 　 设 φ（ｘ，ｙ）≤Ｍ‖ｘ‖‖ｙ‖ ．固定 ｙ∈Ｈ，作 Ｈ 上的线性泛函 Ｆｙ为

Ｆｙ（ｘ）＝ φ（ｘ，ｙ）．
　 　 由于 Ｆｙ（ｘ）≤Ｍ‖ ｘ‖‖ ｙ‖，所以 Ｆｙ是有界线性泛函，且‖ Ｆｙ‖≤
Ｍ‖ｙ‖ ．由 ＦｒéｃｈｅｔＲｉｅｓｚ 表示定理，存在唯一的 ｚｙ∈Ｈ，使

Ｆｙ（ｘ）＝ （ｘ，ｚｙ），
且‖ｚｙ‖ ＝‖Ｆｙ‖ ．
　 　 作映射 Ｔ′ ∶ ｙ →ｚｙ ．则 Ｔ′是 Ｈ 上的有界线性算子 ．事实上，任取 α，β∈Ｃ 及 ｘ，

ｙ１，ｙ２∈Ｈ，有
　 　 　 （ｘ，Ｔ′（αｙ１ ＋βｙ２））＝ （ｘ，ｚαｙ１＋βｙ２）

＝ Ｆαｙ１＋βｙ２（ｘ）＝ φ（ｘ，αｙ１ ＋βｙ２）

＝ 珔αφ（ｘ，ｙ１）＋珔βφ（ｘ，ｙ２）＝ 珔αＦｙ１（ｘ）＋珔βＦｙ２（ｘ）

＝ 珔α（ｘ，Ｔ′ｙ１）＋珔β（ｘ，Ｔ′ｙ２）
＝ （ｘ，αＴ′ｙ１ ＋βＴ′ｙ２）．

由 ｘ 的任意性，有 Ｔ′（αｙ１ ＋βｙ２）＝ αＴ′ｙ１ ＋βＴ′ｙ２，即 Ｔ′是线性算子 ．
　 　 由于‖Ｔ′ｙ‖ ＝‖ｚｙ‖ ＝‖Ｆｙ‖≤Ｍ‖ｙ‖ ．由此证明了 Ｔ′是有界线性算子，且

φ（ｘ，ｙ）＝ （ｘ，Ｔ′ｙ）．
取 Ｔ ＝ Ｔ′即为所求 ．
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　 　 最后证明唯一性：若还有 Ｔ１∈Ｂ（Ｈ）使

φ（ｘ，ｙ）＝ （Ｔ１ｘ，ｙ），
则从（Ｔｘ，ｙ）＝ φ（ｘ，ｙ）＝ （Ｔ１ ｘ，ｙ）及 ｘ，ｙ 的任意性，有 Ｔ ＝ Ｔ１ ．证毕 ．
　 　 推论 　 如果 φ（ｘ，ｙ）是 Ｈ 上的有界共轭（正定）双线性形式，则存在唯一的
自伴（正）算子 Ｔ，使

φ（ｘ，ｙ）＝ （Ｔｘ，ｙ）．
　 　 对于有界的双线性形式 φ（ｘ，ｙ），记

‖φ‖ ＝ ｓｕｐ｛ φ（ｘ，ｙ） ‖ｘ‖ ＝ １，‖ｙ‖ ＝ １｝．
容易证明

‖φ‖ ＝ ｉｎｆ｛Ｍ φ（ｘ，ｙ）≤Ｍ‖ｘ‖‖ｙ‖｝，
且 φ（ｘ，ｙ）≤‖φ‖‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
　 　 对于共轭双线性形式 φ（ｘ，ｙ），记 ψ（ｘ）＝ φ（ｘ，ｘ），则 ψ 是 Ｈ 上的实函数，且
满足：

　 　 （ｉ）ψ（αｘ）＝ α ２ψ（ｘ），α∈Ｃ，ｘ∈Ｈ；
　 　 （ｉｉ）ψ（ｘ＋ｙ）＋ψ（ｘ－ｙ）＝ ２［ψ（ｘ）＋ψ（ｙ）］；
　 　 （ｉｉｉ） ψ（ｘ）≤‖ψ‖‖ｘ‖ ２ ．
　 　 定义 ４　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的实函数 ψ（ｘ）如果满足：
　 　 （ｉ）ψ（αｘ）＝ α ２ψ（ｘ），α∈Ｃ，ｘ∈Ｈ；
　 　 （ｉｉ）ψ（ｘ＋ｙ）＋ψ（ｘ－ｙ）＝ ２［ψ（ｘ）＋ψ（ｙ）］；
　 　 （ｉｉｉ）存在 Ｍ≥０，使 ψ（ｘ）≤Ｍ‖ｘ‖ ２

，

则称 ψ 为 Ｈ 上的有界实二次形式 ．
　 　 由此可见，对有界的共轭双线性形式 φ（ｘ，ｙ），ψ（ｘ）＝ φ（ｘ，ｘ）是 Ｈ 上的有界
实二次形式 ．那么 Ｈ 上的任一有界实二次形式是否都是由某个共轭双线性形式
诱导的呢？下面的定理回答了这个问题 ．
　 　 定理 ２　 设 ψ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的有界实二次形式，则存在唯一的有界共
轭双线性形式 φ，使

ψ（ｘ）＝ φ（ｘ，ｘ）．

　 　 证明 　 令 φ（ｘ，ｙ）＝
１
４
［ψ（ｘ＋ｙ）－ψ（ｘ－ｙ）＋ｉψ（ｘ＋ｉｙ）－ｉψ（ｘ－ｉｙ）］，则显然有

φ（ｘ，ｘ）＝ ψ（ｘ）．下面证明 φ 是有界的双线性形式 ．

　 　 由于 ψ
ｘ＋ｙ
２( ) ＋ψ ｘ－ｙ２( ) ＝ １２ ［ψ（ｘ）＋ψ（ｙ）］，所以

　 　 　 　 　 　 　 φ（ｘ，ｚ）＋φ（ｙ，ｚ）

＝
１
４
［ψ（ｘ＋ｚ）－ψ（ｘ－ｚ）＋ｉψ（ｘ＋ｉｚ）－ｉψ（ｘ－ｉｚ）］＋
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１
４
［ψ（ｙ＋ｚ）－ψ（ｙ－ｚ）＋ｉψ（ｙ＋ｉｚ）－ｉψ（ｙ－ｉｚ）］

＝
１
２
ψ
ｘ＋ｙ
２
＋ｚ( ) ＋ψ ｘ－ｙ２( ) －ψ ｘ＋ｙ２ －ｚ( ) －ψ ｘ－ｙ２( )[ ] ＋

　
ｉ
２
ψ
ｘ＋ｙ
２
＋ｉｚ( ) ＋ψ ｘ－ｙ２( ) －ψ ｘ＋ｙ２ －ｉｚ( ) －ψ ｘ－ｙ２( )[ ]

＝
１
２
ψ
ｘ＋ｙ
２
＋ｚ( ) －ψ ｘ＋ｙ２ －ｚ( ) ＋ｉψ ｘ＋ｙ２ ＋ｉｚ( ) －ｉψ ｘ＋ｙ２ －ｉｚ( )[ ]

＝ ２φ
ｘ＋ｙ
２
，ｚ( ) ．

令 ｙ ＝ ０，并注意 φ（０，ｚ）＝ ０，有

φ（ｘ，ｚ）＝ ２φ
ｘ
２
，ｚ( ) ，

换 ｘ 成 ｘ＋ｙ，有

φ（ｘ＋ｙ，ｚ）＝ ２φ
ｘ＋ｙ
２
，ｚ( ) ，

两者比较得

φ（ｘ，ｚ）＋φ（ｙ，ｚ）＝ φ（ｘ＋ｙ，ｚ），
即 φ 关于第一个变量是可加的 ．又由

　 　 　 　 　 φ（ｙ，ｘ）＝
１
４
［ψ（ｙ＋ｘ）－ψ（ｙ－ｘ）＋ｉψ（ｙ＋ｉｘ）－ｉψ（ｙ－ｉｘ）］

＝
１
４
［ψ（ｘ＋ｙ）－ψ（ｘ－ｙ）＋ｉψ（ｘ－ｉｙ）－ｉψ（ｘ＋ｉｙ）］

＝ φ（ｘ，ｙ），
知 φ 关于第二个变量也是可加的 ．
　 　 所以，对任何有理数 ｒ１，ｒ２，有

φ（ｒ１ｘ，ｒ２ｙ）＝ ｒ１ ｒ２φ（ｘ，ｙ）．
从而

　 　 　 　 ｒ１ ｒ２ φ（ｘ，ｙ）＝ φ（ｒ１ｘ，ｒ２ｙ）

≤
Ｍ
４
（‖ｒ１ｘ＋ｒ２ｙ‖

２ ＋‖ｒ１ｘ－ｒ２ｙ‖
２ ＋

　 ‖ｒ１ｘ＋ｉｒ２ｙ‖
２ ＋‖ｒ１ｘ－ｉｒ２ｙ‖

２
）

＝ Ｍ（ｒ２１‖ｘ‖
２ ＋ｒ２２‖ｙ‖

２
）　 （平行四边形法则）．

对 ｘ≠０，ｙ≠０，取有理数列 ｒ（ｎ）１ ＝
１
ｒ（ｎ）２
→
‖ｙ‖
‖ｘ‖( )

１
２

，则得

φ（ｘ，ｙ）≤２Ｍ‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
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　 　 若 ｘ，ｙ 有一个为 ０，上式显然也成立 ．从这个不等式可知 φ 关于 ｘ 和 ｙ 都是
连续的，再一次利用可加性，知对任何实数 α，有 φ（αｘ，ｙ）＝ αφ（ｘ，ｙ），φ（ｘ，αｙ）
＝ αφ（ｘ，ｙ）．
　 　 又因为 ψ（ｉｘ）＝ ψ（ｘ），所以

　 　 　 　 φ（ｉｘ，ｙ）＝
１
４
［ψ（ｉｘ＋ｙ）－ψ（ｉｘ－ｙ）＋ｉψ（ｉｘ＋ｉｙ）－ｉψ（ｉｘ－ｉｙ）］

＝
１
４
［ψ（ｘ－ｉｙ）－ψ（ｘ＋ｉｙ）＋ｉψ（ｘ＋ｙ）－ｉψ（ｘ－ｙ）］

＝
ｉ
４
［ψ（ｘ＋ｙ）－ψ（ｘ－ｙ）＋ｉψ（ｘ＋ｉｙ）－ｉψ（ｘ－ｉｙ）］

＝ ｉφ（ｘ，ｙ），
从而 φ 是一个有界双线性形式 ．
　 　 唯一性从 φ（ｘ，ｙ）的构造立即得到 ．证毕 ．
　 　 推论 　 如果 ψ 是 Ｈ 上有界实二次形式，则存在有界自伴算子 Ｔ，使 ψ（ｘ）＝
（Ｔｘ，ｘ）．
　 　 定理 ３　 如果 φ（ｘ，ｙ）是 Ｈ 上的正定双线性形式，则有

φ（ｘ，ｙ） ２≤φ（ｘ，ｘ）φ（ｙ，ｙ）．
　 　 证明完全类似关于内积的 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式的证明 ．
　 　 特别地，如果 Ｔ 是正算子，则有

（Ｔｘ，ｙ） ２≤（Ｔｘ，ｘ）（Ｔｙ，ｙ），
上式称为广义 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式 ．

２．３　 算子谱的性质

　 　 相对于一般算子而言，人们对正算子、自伴算子、酉算子以及正规算子要了
解得多些，本小节给出这些算子的谱的一些常用性质 ．
　 　 定理 ４　 自伴算子的谱包含在实数域中，酉算子的谱在单位圆周上 ．
　 　 证明 　 先证自伴算子 Ｔ 的谱点一定是实数 ．只要证明不是实数的复数一定
是 Ｔ 的正则点 ．任取 ｘ∈ Ｈ，从 （（Ｔ±ｉＩ）ｘ，ｘ） ＝ （Ｔｘ，ｘ）±ｉ（ｘ，ｘ）≥（ｘ，ｘ）＝

‖ｘ‖ ２
，有‖（Ｔ±ｉＩ）ｘ‖≥‖ｘ‖，所以 Ｔ±ｉＩ 是一一对应，且（Ｔ±ｉＩ）－１是有界算子 ．

（此处（Ｔ±ｉＩ）－１仅是定义在 Ｒ（Ｔ±ｉＩ）上取值于 Ｈ 的算子 ．）
　 　 下证 Ｒ（Ｔ±ｉＩ）＝ Ｈ．由本章 § １ 定理 ５，有

Ｒ（Ｔ±ｉＩ）＝ Ｎ（ＴｉＩ）⊥ ＝Ｈ，
所以 Ｒ（Ｔ±ｉＩ）在 Ｈ 中是稠密的 ．接下来要证明 Ｒ（Ｔ±ｉＩ）为闭集 ．
　 　 由不等式‖（Ｔ±ｉＩ）ｘ‖≥‖ｘ‖知 Ｒ（Ｔ±ｉＩ）是闭集，所以 Ｒ（Ｔ±ｉＩ）＝ Ｈ．
　 　 可见（Ｔ±ｉＩ）－１是 Ｈ 到 Ｈ 的有界线性算子，即±ｉσ（Ｔ）．
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　 　 任取 ｂ∈Ｒ，且 ｂ≠０，则 Ｔ－（ａ＋ｉｂ）Ｉ ＝ ｂ
Ｔ－ａＩ
ｂ
－ｉＩ( ) ．由于 Ｔ 是自伴的，所以Ｔ－ａＩｂ

也是自伴算子，由前一段知 Ｔ－（ａ＋ｉｂ）Ｉ 可逆，ａ＋ｉｂσ（Ｔ），故有 σ（Ｔ）Ｒ．
　 　 下面证明酉算子的谱一定在单位圆周上 ．设 Ｕ 是酉算子，由于‖Ｕ‖≤１，所
以 σ（Ｕ）｛ｚ∈Ｃ ｚ ≤１｝．
　 　 对 λ０ ＝ ０，显然 Ｕ－λ０ Ｉ ＝Ｕ 可逆，所以 ０σ（Ｕ）．

　 　 对 λ０≠０，且 λ０ ＜１，则 Ｕ－λ０ Ｉ ＝Ｕ（Ｉ－λ０Ｕ
）＝ λ０Ｕ（λ

－１
０ Ｉ－Ｕ

）．由于 Ｕ仍是

酉算子，且 λ －１０ ＞１，因此 λ
－１
０ Ｉ－Ｕ

可逆 ．又 Ｕ 可逆，λ０≠０，所以 Ｕ－λ０ Ｉ 可逆，即
λ０σ（Ｕ）．这说明 σ（Ｕ）｛ｚ∈Ｃ ｚ ＝ １｝．证毕 ．
　 　 定理 ５　 （ｉ）自伴算子的谱半径等于算子范数；
　 　 （ｉｉ）正规算子的谱半径等于算子范数 ．
　 　 在证明之前，我们先回忆一些相关概念 ．一个算子 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）的谱半径 ｒ（Ｔ）
定义为 ｓｕｐ

λ∈σ（Ｔ）
｜ λ ｜ ．对谱半径 ｒ（Ｔ）有一个估计：ｒ（Ｔ）≤‖Ｔ‖，以及一个确切的计

算公式：

ｒ（Ｔ）＝ ｌｉｍ
ｎ→∞
‖Ｔｎ‖

１
ｎ ．

下面我们利用这个公式来证明定理 ５．
　 　 定理 ５ 的证明 　 设 Ｔ 是自伴算子，则有 Ｔ ＝ Ｔ，所以‖Ｔ ２‖ ＝‖ＴＴ‖ ＝

‖Ｔ‖ ２
（为什么？留作练习），进一步有

‖Ｔ ４‖ ＝‖Ｔ ２‖ ２ ＝‖Ｔ‖ ４
，…，‖Ｔ２

ｋ
‖ ＝‖Ｔ‖ ２ ｋ

，

所以 ｒσ（Ｔ）＝ ｌｉｍｎ→∞‖
Ｔｎ‖

１
ｎ ＝ ｌｉｍ

ｋ→∞
‖Ｔ２

ｋ
‖

１

２ｋ ＝‖Ｔ‖ ．

　 　 下设 Ｔ 是正规算子，则 ＴＴ ＝ ＴＴ ．由
‖Ｔ ２‖２ ＝‖（Ｔ ２）Ｔ ２‖＝‖ＴＴＴＴ‖＝‖（ＴＴ）２‖＝‖ＴＴ‖２ ＝‖Ｔ‖４

，

可知‖Ｔ ２‖ ＝‖Ｔ‖ ２ ．余者同上 ．证毕 ．
　 　 推论 　 如果正规算子 Ｔ 的谱是单点集｛λ｝，则 Ｔ ＝λＩ．
　 　 证明 　 记 Ｓ ＝ Ｔ－λＩ，则 Ｓ 也是正规算子 ．如果 Ｓ≠０，则‖Ｓ‖≠０，因此 ｒ（Ｓ）＝

‖Ｓ‖≠０．所以必存在 λ１≠０，使 λ１是 Ｓ 的谱点 ．因此 λ ＋λ１是 Ｔ 的谱点 ．而 λ ＋

λ１≠λ，与假设矛盾 ．所以 Ｓ ＝ ０，即 Ｔ ＝λＩ．证毕 ．
　 　 定理 ６　 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正算子的充要条件是 Ｔ 是自伴算子且 Ｔ 的谱点都是非
负实数 ．
　 　 证明 　 设 Ｔ 是正算子，则 Ｔ ＝ Ｔ，故 Ｔ 的谱点都是实数 ．
　 　 设 λ０ ＜ ０，则有（（Ｔ － λ０ Ｉ）ｘ，ｘ）＝ （Ｔｘ，ｘ）－ λ０（ｘ，ｘ）≥ － λ０‖ ｘ‖

２ ．所以
‖（Ｔ－λ０ Ｉ）ｘ‖≥ － λ０‖ ｘ‖ ．注意到 － λ０ ＞ ０，由此知 Ｔ － λ０ Ｉ 是一一对应，且

（Ｔ－λ０ Ｉ）
－１
有界 ．由 Ｒ（Ｔ－λ０ Ｉ）＝ Ｎ（Ｔ － λ０ Ｉ）

⊥ ＝ Ｈ 以及 Ｒ（Ｔ － λ０ Ｉ）是闭集知，

·８１１· 第三章 　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界线性算子



Ｒ（Ｔ－λ０ Ｉ）＝ Ｈ．故有 λ０σ（Ｔ），即 Ｔ 的谱点都是非负实数 ．
　 　 反之，设 Ｔ 是自伴算子且 Ｔ 的谱都为非负实数 ．记‖Ｔ‖ ＝ ａ，则 ｒ（Ｔ）＝ ａ 且

σ（Ｔ）［０，ａ］，因此 Ｓ ＝ Ｔ－
ａ
２
Ｉ 的谱 σ（Ｓ） －

ａ
２
，
ａ
２[ ] ，进而

ａ
２
Ｉ－Ｔ ＝‖Ｓ‖ ＝ ｒσ（Ｓ）≤

ａ
２
，

于是

ａ
２
（ｘ，ｘ）－（Ｔｘ，ｘ）＝

ａ
２
Ｉ－Ｔ( ) ｘ，ｘ( ) ≤ ａ

２
Ｉ－Ｔ( ) ｘ ‖ｘ‖≤ ａ２ ‖ｘ‖ ２ ．

这说明（Ｔｘ，ｘ）≥０，即 Ｔ 为正算子 ．证毕 ．

２．４　 自伴算子的上下界

　 　 定义 ５　 设 Ｔ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的自伴算子，令
ｍ（Ｔ）＝ ｉｎｆ

‖ｘ‖ ＝ １
（Ｔｘ，ｘ），　 Ｍ（Ｔ）＝ ｓｕｐ

‖ｘ‖ ＝ １
（Ｔｘ，ｘ）．

称 ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）分别为 Ｔ 的下界和上界 ．
　 　 定理 ７　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，对自伴算子 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），有

‖Ｔ‖ ＝ｍａｘ｛ ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）｝．
　 　 证明 　 设 Ｋ ＝ｍａｘ｛ ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）｝，因为

Ｍ（Ｔ）＝ ｓｕｐ
‖ｘ‖ ＝ １

（Ｔｘ，ｘ）≤‖Ｔ‖，

ｍ（Ｔ）≤ ｓｕｐ
‖ｘ‖ ＝ １

（Ｔｘ，ｘ）≤‖Ｔ‖，

所以 Ｋ≤‖Ｔ‖ ．
　 　 为证相反的不等式，任取 λ＞０，容易验证

‖Ｔｘ‖ ２ ＝
１
４

Ｔ λｘ＋
１
λ
Ｔｘ( ) ，λｘ＋ １λ Ｔｘ( ) － Ｔ λｘ－ １λ Ｔｘ( ) ，λｘ－ １λ Ｔｘ( )[ ] ．

故

‖Ｔｘ‖ ２≤
１
４
Ｋ λｘ＋

１
λ
Ｔｘ

２

＋ λｘ－
１
λ
Ｔｘ

２( )
＝
１
２
Ｋ λ２‖ｘ‖ ２ ＋

１
λ２
‖Ｔｘ‖ ２( ) ．

　 　 不妨设 ｘ≠０，令 λ ＝
‖Ｔｘ‖
‖ｘ‖槡

，则有

‖Ｔｘ‖ ２≤Ｋ‖Ｔｘ‖‖ｘ‖，
于是

‖Ｔｘ‖≤Ｋ‖ｘ‖，
所以‖Ｔ‖≤Ｋ．证毕 ．

·９１１·§ ２　 几类特殊算子



　 　 注 　 根据 ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）的定义，有
ｍ（Ｔ）Ｉ≤Ｔ≤Ｍ（Ｔ）Ｉ．

　 　 定理 ８　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的自伴算子，则 σ（Ｔ）［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］，
且 ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）∈σ（Ｔ）．
　 　 证明 　 设 λ［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］，由于 σ（Ｔ）Ｒ，不妨设 λ∈Ｒ，且 λ＜ｍ（Ｔ）．
　 　 记 ｄ ＝ｍ（Ｔ）－λ，则对任意 ｘ∈Ｈ，‖ｘ‖ ＝ １，有

（Ｔｘ，ｘ）－λ≥ｄ，
即

（Ｔｘ－λｘ，ｘ）≥ｄ．
所以对任意 ｘ∈ Ｈ，有 ｄ‖ ｘ‖ ２ ≤‖（Ｔ － λＩ）ｘ‖‖ ｘ‖，从而 ｄ‖ ｘ‖≤
‖（Ｔ－λＩ）ｘ‖ ．由此可知（λＩ－Ｔ）－１存在且有界（定义在 Ｒ（λＩ－Ｔ）上），且对任意
ｙ∈Ｒ（λＩ－Ｔ）有

‖（λＩ－Ｔ）－１ｙ‖≤ｄ－１‖ｙ‖ ．

　 　 往证 Ｒ（λＩ－Ｔ）＝ Ｈ．由于Ｒ（λＩ－Ｔ）＝ Ｎ（珔λＩ－Ｔ）⊥ ＝ Ｎ（λＩ－Ｔ）⊥ ＝ Ｈ，故只要证
明 Ｒ（λＩ－Ｔ）是 Ｈ 的闭子空间即可 ．
　 　 若 ｙｎ∈Ｒ（λＩ－Ｔ）满足 ｙｎ→ｙ．不妨设 ｙｎ ＝（λＩ－Ｔ）ｘｎ，由于‖ｙｎ －ｙｍ‖ ＝‖（λＩ－

Ｔ）（ｘｎ－ｘｍ）‖≥ｄ‖ｘｎ－ｘｍ‖，故 ｘｎ是 Ｃａｕｃｈｙ 列从而收敛，设 ｘｎ→ｘ，则（λＩ－Ｔ）ｘｎ
→（λＩ－Ｔ）ｘ，即 ｙ ＝（λＩ－Ｔ）ｘ∈Ｒ（λＩ－Ｔ）．所以 Ｒ（λＩ－Ｔ）是闭的 ．因此 λ∈ρ（Ｔ），这
就证明了 σ（Ｔ）［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］．
　 　 下证 ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）∈σ（Ｔ）．设 λ ＝ｍ（Ｔ），则对任意 ｘ∈Ｈ，有

（（Ｔ－λＩ）ｘ，ｘ）≥０．
　 　 分别以 Ｔ－λＩ，ｘ，（Ｔ－λＩ）ｘ 代替定理 ３ 中的 Ｔ，ｘ 和 ｙ 得

‖（Ｔ－λＩ）ｘ‖ ４≤（（Ｔ－λＩ）ｘ，ｘ）（（Ｔ－λＩ）２ｘ，（Ｔ－λＩ）ｘ）

≤（（Ｔ－λＩ）ｘ，ｘ）‖Ｔ－λＩ‖ ３‖ｘ‖ ２ ．
由于 ｉｎｆ

‖ｘ‖ ＝ １
（（Ｔ－λＩ）ｘ，ｘ）＝ ｉｎｆ

‖ｘ‖ ＝ １
（Ｔｘ，ｘ）－λ ＝ｍ（Ｔ）－λ ＝ ０，所以 ｉｎｆ

‖ｘ‖ ＝ １
‖（Ｔ－λＩ）ｘ‖ ＝

０，从而 λ∈σ（Ｔ）．
　 　 Ｍ（Ｔ）∈σ（Ｔ）的证明是类似的 ．证毕 ．

２．５　 谱映射定理

　 　 回忆在线性代数中，如果知道矩阵 Ａ 的特征值，那么 Ａ 的多项式的特征值
也可以计算出来 ．具体说来，若 λ 是 Ａ 的特征值，则对任意多项式 ｐ，ｐ（λ）是
ｐ（Ａ）的特征值 ．在无限维空间上是不是也有一个类似的结论呢？这正是下面要
探讨的问题 ．
　 　 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），ｐ（ｚ）＝ ｃ０ ＋ｃ１ ｚ＋ｃ２ ｚ

２ ＋…＋ｃｎ ｚ
ｎ
是多项式，则可定义ｐ（Ｔ）为 ｃ０ Ｉ＋ｃ１Ｔ
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＋…＋ｃｎＴ
ｎ
，简记为

ｐ（Ｔ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ ０
ｃｋＴ

ｋ
，

其中 Ｔ ０ ＝ Ｉ．
　 　 容易证明这种运算满足下列性质：如果 ｐ，ｑ 是两个多项式，则

（ｐｑ）（Ｔ）＝ ｐ（Ｔ）ｑ（Ｔ），　 （ｐ＋ｑ）（Ｔ）＝ ｐ（Ｔ）＋ｑ（Ｔ）．

　 　 如果 Ｔ 是可逆算子，则对于有负次幂的多项式 ｐ（ｚ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ －ｍ
ｃｋ ｚ

ｋ
，也可以作运

算 ｐ（Ｔ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ －ｍ
ｃｋＴ

ｋ
，其中，如果 ｋ＜０，则 Ｔ ｋ ＝（Ｔ －１）－ｋ ．

　 　 定理 ９ 　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈ Ｂ（Ｈ），ｐ 是多项式，则 σ（ｐ（Ｔ））
＝ ｐ（σ（Ｔ））．
　 　 注 　 ｐ（σ（Ｔ））是指集合｛ｐ（λ） λ∈σ（Ｔ）｝．

　 　 证明 　 设 ｐ（ｚ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ ０
ｃｋ ｚ

ｋ
，由代数基本定理，可以将 ｐ（ｚ）分解为

ｐ（ｚ）＝ ｃｎ（ｚ－ξ１）（ｚ－ξ２）…（ｚ－ξｎ）．
所以

ｐ（Ｔ）＝ ｃｎ（Ｔ－ξ１ Ｉ）（Ｔ－ξ２ Ｉ）…（Ｔ－ξｎ Ｉ）．
显然 ｐ（Ｔ）可逆等价于每一个 Ｔ－ξ ｉ Ｉ 可逆，这又等价于 ｐ 的根都是 Ｔ 的正则点，即
σ（Ｔ）｛ｚ ｐ（ｚ）≠０｝，或者说 ｐ（Ｔ）可逆等价于 ０ｐ（σ（Ｔ））．故 ξσ（ｐ（Ｔ））当
且仅当 ｐ（Ｔ）－ξＩ 可逆当且仅当 ｑ（Ｔ）可逆，其中 ｑ（ｚ）＝ ｐ（ｚ）－ξ 当且仅当 ０
ｑ（σ（Ｔ））当且仅当 ξｐ（σ（Ｔ））．所以 ｐ（σ（Ｔ））＝ σ（ｐ（Ｔ））．证毕 ．

　 　 定理 １０ 　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是可逆算子，ｐ（ｚ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ －ｍ
ｃｋ ｚ

ｋ ．则

σ（ｐ（Ｔ））＝ ｐ（σ（Ｔ））．
　 　 证明 　 令 ｑ（ｚ）＝ ｚｍ ｐ（ｚ），则 ｑ（Ｔ）＝ Ｔｍ ｐ（Ｔ）．由于 Ｔｍ可逆，所以 ｐ（Ｔ）可逆等
价于 ｑ（Ｔ）可逆，即 ０σ（ｑ（Ｔ））＝ ｑ（σ（Ｔ））．
　 　 又 ０σ（Ｔ），所以 ０ｑ（σ（Ｔ））等价于 ０ｐ（σ（Ｔ）），从而 ｐ（Ｔ）可逆的充
要条件是 ０ｐ（σ（Ｔ））．由此易知 σ（ｐ（Ｔ））＝ ｐ（σ（Ｔ））．证毕 ．

　 　 推论 　 设 Ｕ∈Ｂ（Ｈ）是酉算子，ｐ（ｚ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ －ｍ
ｃｋ ｚ

ｋ
，则

‖ｐ（Ｕ）‖ ＝ ｍａｘ
ｅｉｔ∈σ（Ｕ）

ｐ（ｅｉｔ） ．

　 　 证明 　 由定理 １０，有 σ（ｐ（Ｕ））＝ ｐ（σ（Ｕ））．又因为 ｐ（Ｕ）仍是正规算子，所以
‖ｐ（Ｕ）‖ ＝ ｒ（ｐ（Ｕ））．从而‖ｐ（Ｕ）‖ ＝ ｒ（ｐ（Ｕ））＝ ｍａｘ

λ∈σ（ｐ（Ｕ））
｜ λ ｜ ＝ ｍａｘ

ｅｉｔ∈σ（Ｕ）
ｐ（ｅｉｔ） ．

证毕 ．
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§ ３　 紧自伴算子

　 　 首先来看一个线性代数中的问题：
　 　 例 １　 设 Ｃ ｎ是有限维的复欧几里得空间，Ａ 是 Ｃ ｎ中的自伴算子 ．任取 Ｃ ｎ中
的一组正规正交基，Ａ 在这组基下的矩阵（ａｉｊ）是 Ｈｅｒｍｉｔｅ 矩阵，即满足：ａｉｊ ＝ ａｊｉ，
由线性代数的知识知道，一定可以通过一个酉变换将 Ａ 化为实对角矩阵，即存
在 Ｃ ｎ的一组正规直交基｛ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ｝，使

Ａｅｉ ＝ λ ｉ ｅｉ 　 （ｉ ＝ １，２，…，ｎ），

其中 λ ｉ是 Ａ 的特征值 ．记 Ｐｉ为 Ｃ
ｎ
到 ｅｉ所张成的一维子空间上的投影算子，则易

知 Ａ 有如下的分解：

Ａ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
λ ｉ Ｐ ｉ，　 

ｎ

ｉ ＝ １
Ｐｉ ＝ Ｉ．

这就是有限维空间上自伴算子的谱分解 ．
　 　 对于无限维空间上的自伴算子，人们也试图得到类似的分解，但很快就发现
了问题：无限维空间上的自伴算子甚至可能没有特征值！

　 　 例 ２　 设 Ｈ ＝ Ｌ２［ａ，ｂ］（－∞ ＜ａ＜ｂ＜＋∞），定义算子 Ａ 为
（Ａｆ）（ｔ）＝ ｔｆ（ｔ），ｔ∈［ａ，ｂ］，ｆ（ｔ）∈Ｌ２［ａ，ｂ］．

　 　 容易验证 Ａ 是一个自伴算子 ．但 Ａ 没有特征值 ．事实上，假设 λ 是 Ａ 的特征
值，ｆ 是相应的非零特征向量，由

（λＩ－Ａ）ｆ ＝ ０
有（λ－ｔ）ｆ（ｔ）＝ ０　 ａ．ｅ．，因此 ｆ（ｔ）＝ ０　 ａ．ｅ．，即 ｆ 为 Ｌ２［ａ，ｂ］中的零向量，这个矛
盾说明 Ａ 没有特征值 ．
　 　 然而，我们知道，紧算子的非零谱都是特征值，而且紧算子是有限秩算子的
逼近，从某种意义上说，紧算子是最接近有限维空间上的算子的 ．是不是紧自伴
算子就有类似于有限维空间中的谱分解呢？事实正是如此，本节将要探讨这个

问题 ．

３．１　 投影算子

　 　 无限维空间中的几何理论远比有限维空间复杂，在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中，人们常
常将空间中的某些几何性质转换为代数的形式，从而利用代数的方法来研究其

几何性质 ．在上节的例 ３ 中我们给出了 Ｈ 到 Ｍ 上的直交投影算子 Ｐ 的概念，这
一小节我们要讨论这些算子的性质，这些性质反映了 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中子空间的几
何性质 ．
　 　 为了表示 Ｐ 与 Ｍ 的关系，有时候我们用 ＰＭ来记 Ｈ 到 Ｍ 上的投影算子 ．
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　 　 定理 １ 　 Ｐ∈ Ｂ（Ｈ）为投影算子的充要条件是：（ｉ）Ｐ ＝ Ｐ（自伴性）；
（ｉｉ）Ｐ２ ＝Ｐ（幂等性）．
　 　 证明 　 必要性 ．设 Ｐ 为 Ｈ 到 Ｍ 上的投影算子，由上一节例 ３，Ｐ 是正算子，从
而是自伴算子，又对 ｘ∈Ｈ，设 Ｐｘ ＝ ｘ１∈Ｍ，则 Ｐｘ１ ＝ ｘ１ ．从而 Ｐ

２ ｘ ＝ Ｐ（Ｐｘ）＝ Ｐｘ１ ＝

ｘ１ ＝Ｐｘ，即 Ｐ
２ ＝Ｐ．

　 　 充分性 ．设 Ｐ 的值域为 Ｍ，任取 ｘ，ｙ∈Ｈ，有
（ｘ－Ｐｘ，Ｐｙ）＝ （Ｐｘ－Ｐ２ｘ，ｙ）＝ ０．

由 ｙ∈Ｈ 的任意性，知 ｘ－Ｐｘ∈Ｍ⊥ ．令 Ｐｘ ＝ ｘ１，ｘ－Ｐｘ ＝ ｘ２，则 ｘ ＝ ｘ１ ＋ｘ２，其中 ｘ１∈Ｍ，

ｘ２∈Ｍ
⊥，从而对任意 ｘ∈Ｈ，都存在直交分解 ｘ ＝ ｘ１ ＋ｘ２，ｘ１∈Ｍ，ｘ２∈Ｍ

⊥ ．下面我们
证明 Ｍ 是闭的 ．
　 　 任取｛ｘｎ｝Ｍ，ｘｎ→ ｘ，设 ｘ ＝ ｘ１ ＋ｘ２，其中 ｘ１∈Ｍ，ｘ２∈Ｍ

⊥，则（ｘｎ，ｘ２）＝ ０．令
ｎ→∞，得（ｘ，ｘ２）＝ ０，从而 ｘ２ ＝ ０，所以 ｘ ＝ ｘ１∈Ｍ．故 Ｍ 是闭的 ．
　 　 这说明 Ｐ 是 Ｈ 到 Ｍ 上的直交投影 ．证毕 ．
　 　 两个投影算子的和、差、积不一定是投影算子，而是需要加上一定的条件 ．接
下来我们就来讨论这些问题 ．
　 　 定理 ２　 设有两个投影算子 ＰＭ，ＰＮ，则下列三条等价：
　 　 （ｉ）ＰＭ ＋ＰＮ仍是投影算子；
　 　 （ｉｉ）ＰＭＰＮ ＝ ０；
　 　 （ｉｉｉ）Ｍ⊥Ｎ，此时 ＰＭ ＋ＰＮ ＝ＰＭ Ｎ ．
　 　 证明 　 我们按照（ｉ）（ｉｉ）（ｉｉｉ）（ｉ）的顺序来证明这个定理 ．
　 　 （ｉ）（ｉｉ），设 ＰＭ ＋ＰＮ是投影算子，由定理 １，（ＰＭ ＋ＰＮ）

２ ＝ＰＭ ＋ＰＮ，所以ＰＭＰＮ＋

ＰＮＰＭ ＝ ０．在上式左乘 ＰＭ，有 ＰＭ ＰＮ ＋ＰＭ ＰＮ ＰＭ ＝ ０．取共轭又有 ＰＮ ＰＭ ＋ＰＭ ＰＮ ＰＭ ＝ ０．
由此知 ＰＮＰＭ ＝ＰＭＰＮ，故 ＰＭＰＮ ＝ ０．
　 　 （ｉｉ）（ｉｉｉ）．任取 ｘ∈Ｍ，ｙ∈Ｎ，则

（ｘ，ｙ）＝ （ＰＭｘ，ＰＮｙ）＝ （ｘ，ＰＭＰＮｙ）＝ ０，
所以 Ｍ⊥Ｎ．
　 　 （ｉｉｉ）（ｉ）．由于 Ｍ⊥Ｎ，任取 ｘ∈Ｈ，ＰＮｘ∈Ｎ，得 ＰＭ ＰＮ ｘ ＝ ０，即 ＰＭ ＰＮ ＝ ０．取共

轭，有 ＰＮＰＭ ＝ ０，所以（ＰＭ ＋ＰＮ）
２ ＝ＰＭ ＋ＰＭＰＮ＋ＰＮＰＭ ＋ＰＮ ＝ＰＭ ＋ＰＮ，从而 ＰＭ ＋ＰＮ是幂

等的 ．显然 ＰＭ ＋ＰＮ是自伴的，故 ＰＭ ＋ＰＮ是投影算子 ．
　 　 显然 ＰＭ ＋ＰＮ的值域是 ＭＮ，证毕 ．
　 　 定理 ３　 投影算子 ＰＭ，ＰＮ的积 ＰＭ ＰＮ仍为投影算子的充要条件是 ＰＭ ＰＮ ＝

ＰＮＰＭ，而且此时 ＰＭＰＮ ＝ＰＭ∩Ｎ ．

　 　 证明 　 必要性 ．设 ＰＭＰＮ为投影算子，则 ＰＭＰＮ ＝（ＰＭＰＮ）
 ＝ＰＮＰＭ ．

　 　 充分性，如果 ＰＭＰＮ ＝ＰＮＰＭ，则（ＰＭＰＮ）
 ＝ＰＮＰＭ ＝ＰＭＰＮ，所以 ＰＭＰＮ是自伴算
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子 ．又（ＰＭＰＮ）
２ ＝ＰＭＰＮＰＭＰＮ ＝ Ｐ

２
Ｍ Ｐ

２
Ｎ ＝ ＰＭ ＰＮ，所以 ＰＭ ＰＮ是幂等的自伴算子，从而

是投影算子 ．
　 　 接下来证明 ＰＭＰＮ的值域是 Ｍ∩Ｎ．
　 　 如果 ｘ∈Ｍ∩Ｎ，则 ＰＭ ＰＮ ｘ ＝ ＰＭ ｘ ＝ ｘ，所以 ｘ∈ Ｒ（ＰＭ ＰＮ）．另一方面，显然
Ｒ（ＰＭＰＮ）Ｍ，Ｒ（ＰＮＰＭ）Ｎ，所以 Ｒ（ＰＭＰＮ）＝ Ｒ（ＰＮＰＭ）Ｍ∩Ｎ．证毕 ．
　 　 定理 ４　 对投影算子 ＰＭ，ＰＮ，下列等价：
　 　 （ｉ）ＭＮ；
　 　 （ｉｉ）ＰＭＰＮ ＝ＰＮＰＭ ＝ＰＮ；
　 　 （ｉｉｉ）对任意 ｘ∈Ｈ，‖ＰＮｘ‖≤‖ＰＭｘ‖；
　 　 （ｉｖ）ＰＮ≤ＰＭ ．
　 　 证明 　 我们按照（ｉ）（ｉｉ）（ｉｉｉ）（ｉｖ）（ｉ）的顺序来证明这一定理 ．
　 　 （ｉ）（ｉｉ）．如果 ＭＮ，则对任意 ｘ∈Ｈ，ＰＮ ｘ∈Ｍ，于是 ＰＭ ＰＮ ｘ ＝ ＰＮ ｘ，所以

ＰＭＰＮ ＝ＰＮ ．又 ＰＮ ＝（ＰＭＰＮ）
 ＝ＰＮＰＭ，故有 ＰＭＰＮ ＝ＰＮＰＭ ＝ＰＮ ．

　 　 （ｉｉ）（ｉｉｉ）．对任何 ｘ∈Ｈ，由于 ＰＮ ｘ ＝ ＰＮＰＭ ｘ，又‖ＰＮ‖≤１，所以‖ＰＮ ｘ‖ ＝

‖ＰＮＰＭ ｘ‖≤‖ＰＭｘ‖ ．
　 　 （ｉｉｉ）（ｉｖ）．设‖ＰＮｘ‖≤‖ＰＭｘ‖，则（ＰＮｘ，ｘ）≤（ＰＭｘ，ｘ），从而 ＰＮ≤ＰＭ ．
　 　 （ｉｖ）（ｉ）．设 ＰＮ≤ＰＭ，则对任意 ｘ∈Ｈ，有（ＰＮ ｘ，ｘ）≤（ＰＭ ｘ，ｘ）．特别地，取
ｘ∈Ｎ，则有（ｘ，ｘ）≤（ＰＭｘ，ｘ），这推出（（Ｉ－ＰＭ）ｘ，ｘ）≤０．但 Ｉ－ＰＭ≥０，所以（Ｉ－ＰＭ）
ｘ ＝ ０，即 ｘ ＝ＰＭｘ∈Ｍ，故 ＮＭ．证毕 ．
　 　 定理 ５　 投影算子 ＰＭ与 ＰＮ之差 ＰＭ －ＰＮ仍是投影算子的充要条件是ＮＭ，

且此时 ＰＭ －ＰＮ的值域为 Ｎ
⊥∩Ｍ．

　 　 证明 　 必要性 ．设 Ｐ ＝ＰＭ －ＰＮ为投影算子，设其值域为 Ｌ，则 ＰＭ ＝ ＰＮ ＋ＰＬ ．由定

理 ２，Ｍ ＝ＮＬ，从而 ＮＭ 且 Ｌ ＝Ｍ∩Ｎ⊥ ．

　 　 充分性 ．如果 ＮＭ，由定理 ４，有 ＰＭ ＰＮ ＝ ＰＮ ＰＭ ＝ ＰＮ，所以（ＰＭ －ＰＮ）
２ ＝ ＰＭ －

ＰＭＰＮ －ＰＮＰＭ ＋ＰＮ ＝ＰＭ －ＰＮ，即 ＰＭ －ＰＮ是幂等算子 ．显然 ＰＭ －ＰＮ是自伴的 ．故 ＰＭ －ＰＮ
是投影算子 ．证毕 ．
　 　 最后，我们考察无穷多个投影算子相加的情形 ．
　 　 如果｛Ｐｎ｝

∞
ｎ ＝ １是一列投影算子，且两两正交，即 ＰｎＰｍ ＝ ０（ｎ≠ｍ），则对任意正

整数 ｎ，
ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋ也是投影算子 ．现在的问题是：

∞

ｎ ＝ １
Ｐｎ是否收敛？是否也是投影算

子？由于任意非零投影算子的范数为 １，所以‖Ｐｎ＋１ ＋Ｐｎ＋２ ＋…＋Ｐｎ＋ ｌ‖一般而言为

１，故在一般情况下，
∞

ｎ ＝ １
Ｐｎ不按范数收敛 ．但我们有如下的结论 ．

　 　 定理 ６　 设｛Ｐｎ｝
∞
ｎ ＝ １是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上一列两两正交的投影算子，则存在投
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影算子 Ｐ，使得对任意 ｘ∈Ｈ，有
∞

ｎ ＝ １
Ｐｎｘ ＝Ｐｘ．

　 　 证明 　 对任意 ｘ，由于 Ｐｎｘ⊥Ｐｍｘ（ｎ≠ｍ），所以

　 ‖Ｐｎ＋１ｘ‖
２ ＋‖Ｐｎ＋２ｘ‖

２ ＋…＋‖Ｐｎ＋ ｌ ｘ‖
２

＝‖Ｐｎ＋１ｘ＋Ｐｎ＋２ｘ＋…＋Ｐｎ＋ ｌ ｘ‖
２≤‖ｘ‖ ２ ．

故
∞

ｎ ＝ １
‖Ｐｎｘ‖

２ ＜＋∞，可见
ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋｘ 在 Ｈ 中收敛 ．记 Ｐｘ ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋｘ．显然 Ｐ 是线

性的 ．又‖Ｐｘ‖ ２ ＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋｘ

２
≤‖ｘ‖ ２

，从而 Ｐ 有界，且‖Ｐ‖≤１．

　 　 由于
ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋ仍是投影算子，从而是自伴算子，所以 Ｐ 是自伴算子 ．

　 　 又从（Ｐ２ｘ，ｙ）＝ （Ｐｘ，Ｐｙ）＝ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋｘ，

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋｙ( ) ＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

ｎ

ｋ ＝ １
Ｐｋｘ，ｙ( ) ＝（Ｐｘ，

ｙ），知 Ｐ 是幂等算子 ．故 Ｐ 是投影算子 ．证毕 ．

３．２　 不变子空间和约化子空间

　 　 在第二章我们曾提到过算子的不变子空间及约化问题，它是涉及算子结构
的重要问题 ．下面我们就 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间情形，利用投影算子将不变子空间及约化
子空间转换成代数的语言，从而可以从代数的角度重新考察这些问题 ．
　 　 记 ＰＭ为 Ｈ 到 Ｍ 的直交投影，关于不变子空间和约化子空间，有以下两个简
单性质 ．
　 　 （ｉ）Ｍ 是 Ｔ 的约化子空间的充要条件是 Ｍ 是 Ｔ 和 Ｔ的不变子空间 ．
　 　 事实上，设 Ｍ 是 Ｔ 的约化子空间，则 ＴＭＭ 及 ＴＭ⊥Ｍ⊥同时成立 ．对任意
ｘ∈Ｍ，作 Ｔ ｘ 的直交分解

Ｔ ｘ ＝ ｙ１ ＋ｙ２，
则

‖ｙ２‖
２ ＝（ｙ１ ＋ｙ２，ｙ２）＝ （Ｔ

 ｘ，ｙ２）＝ （ｘ，Ｔｙ２）．

由于 Ｔｙ２∈Ｍ
⊥，所以（ｘ，Ｔｙ２）＝ ０．因此 ｙ２ ＝ ０，即 Ｔ

 ｘ ＝ ｙ１∈Ｍ．所以 Ｍ 也关于 Ｔ


不变 ．
　 　 反之，设 Ｍ 关于 Ｔ 与 Ｔ不变，即 ＴＭＭ，ＴＭＭ．对任意 ｘ∈Ｍ⊥，作 Ｔｘ 的
直交分解

Ｔｘ ＝ ｚ１ ＋ｚ２，ｚ１∈Ｍ，ｚ２∈Ｍ
⊥ ．

则

‖ｚ１‖
２ ＝（ｚ１ ＋ｚ２，ｚ１）＝ （Ｔｘ，ｚ１）＝ （ｘ，Ｔ

 ｚ１）．

由于 Ｔ ｚ１∈Ｍ，所以（ｘ，Ｔ
 ｚ１）＝ ０．因此 ｚ１ ＝ ０，即 Ｔｘ ＝ ｚ２∈Ｍ

⊥ ．所以 Ｍ⊥关于 Ｔ 不

·５２１·§ ３　 紧自伴算子



变，即 Ｍ 是 Ｔ 的约化子空间 ．
　 　 （ｉｉ）Ｍ 是 Ｔ 的不变子空间的充要条件是 ＴＰＭ ＝ ＰＭ ＴＰＭ；Ｍ 是 Ｔ 的约化子空
间的充要条件是 ＴＰＭ ＝ＰＭＴ．
　 　 证明 　 设 Ｍ 是 Ｔ 的不变子空间，任取 ｘ∈Ｈ，有 ＰＭ ｘ∈Ｍ，所以 ＴＰＭ ｘ∈Ｍ，从
而 ＰＭＴＰＭ ｘ ＝ ＴＰＭｘ，故 ＴＰＭ ＝ＰＭＴＰＭ ．
　 　 反之，设 ＴＰＭ ＝ＰＭＴＰＭ ．任取 ｘ∈Ｍ，有 ＰＭｘ ＝ ｘ，所以 Ｔｘ ＝ＰＭＴｘ∈Ｍ，从而 Ｍ 是
Ｔ 的不变子空间 ．
　 　 由性质（ｉ），Ｍ 是 Ｔ 的约化子空间的充要条件是 Ｍ 是 Ｔ 与 Ｔ的不变子空
间 ．这等价于 ＴＰＭ ＝ＰＭＴＰＭ及 Ｔ

ＰＭ ＝ＰＭＴ
ＰＭ同时成立 ．后一式取共轭，得 ＰＭ Ｔ ＝

ＰＭＴＰＭ，故有 ＴＰＭ ＝ＰＭＴ．

　 　 如果 ＴＰＭ ＝ ＰＭ Ｔ，则 ＴＰＭ ＝ ＴＰ
２
Ｍ ＝ ＰＭ ＴＰＭ ．又 Ｔ ＰＭ ＝ ＰＭ Ｔ

，则 Ｔ ＰＭ ＝

ＰＭＴ
ＰＭ，即 Ｍ 是 Ｔ 与 Ｔ

的不变子空间，从而约化 Ｔ．证毕 ．

　 　 如果 Ｍ 是 Ｔ 的约化子空间，则 ＴＭＭ 及 ＴＭＭ，从而可以考虑 Ｔ 到 Ｍ
上的限制 Ｔ Ｍ，这是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｍ 上的有界线性算子 ．易验证，（Ｔ Ｍ）

 ＝ Ｔ Ｍ ．
从而如果 Ｔ 是自伴算子，Ｔ Ｍ也是自伴算子 ．如果 Ｔ 是紧算子，则容易看到，Ｔ Ｍ

也是紧算子 ．
　 　 定理 ７ 　 如果 Ｔ 是正规算子，λ 是复数，则 Ｎ（Ｔ－λＩ）＝ Ｎ（（Ｔ －λＩ）），且
Ｎ（Ｔ－λＩ）是 Ｔ 的约化子空间 ．
　 　 证明 　 因为 Ｔ 是正规算子，故 Ｔ－λＩ 也是正规算子，所以

‖（Ｔ－λＩ）ｘ‖ ２ ＝（（Ｔ－λＩ）ｘ，（Ｔ－λＩ）ｘ）
＝ （（Ｔ－λＩ）（Ｔ－λＩ）ｘ，ｘ）
＝ （（Ｔ－λＩ）（Ｔ－λＩ） ｘ，ｘ）
＝ ‖（Ｔ－λＩ） ｘ‖ ２ ．

故得 Ｎ（Ｔ－λＩ）＝ Ｎ（（Ｔ－λＩ））．
　 　 又对 ｘ∈Ｎ（Ｔ－λＩ），有 Ｔｘ ＝ λｘ∈Ｎ（Ｔ－λＩ），所以 Ｎ（Ｔ－λＩ）是 Ｔ 的不变子
空间 ．
　 　 同样 Ｎ（（Ｔ－λＩ））是 Ｔ的不变子空间 ．但 Ｎ（Ｔ－λＩ）＝ Ｎ（（Ｔ－λＩ）），故
Ｎ（Ｔ－λＩ）是 Ｔ 的约化子空间 ．证毕 ．
　 　 定理 ８　 如果 Ｔ 是正规算子，且 λ，μ 是 Ｔ 的不同的特征值，则 Ｎ（Ｔ－λＩ）

⊥Ｎ（Ｔ－μＩ）．
　 　 证明 　 设 ｈ∈Ｎ（Ｔ－λＩ），ｇ∈Ｎ（Ｔ－μＩ）．由定理 ７，ｇ∈Ｎ（（Ｔ－μＩ）），即Ｔ ｇ ＝
珔μｇ．所以

λ（ｈ，ｇ）＝ （Ｔｈ，ｇ）＝ （ｈ，Ｔ ｇ）＝ （ｈ，珔μｇ）＝ μ（ｈ，ｇ）．
因为 λ≠μ，所以（ｈ，ｇ）＝ ０，即 ｈ⊥ｇ．证毕 ．
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３．３　 紧自伴算子的谱分解定理

　 　 定理 ９　 如果 Ｔ 是紧自伴算子，则‖Ｔ‖或－‖Ｔ‖是 Ｔ 的特征值 ．
　 　 证明 　 如果 Ｔ ＝ ０，则定理自然成立 ．不妨设 Ｔ≠０．由本章 § ２ 定理 ７，‖Ｔ‖ ＝

ｍａｘ｛ ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）｝，从而存在一列｛ｘｎ｝
∞
ｎ ＝ １，‖ｘｎ‖ ＝ １，使（Ｔｘｎ，ｘｎ）→λ，其

中 λ ＝ｍ（Ｔ）或 Ｍ（Ｔ），且 ｜ λ ｜ ＝‖Ｔ‖ ．由于 Ｔ 为紧算子，故 Ｔｘｎ有收敛子列，仍记

为 Ｔｘｎ即 Ｔｘｎ→ｙ．由于 ０≤‖（Ｔ－λＩ）ｘｎ‖
２ ＝‖Ｔｘｎ‖

２ －２λ（Ｔｘｎ，ｘｎ）＋λ
２≤２λ２ －２λ

（Ｔｘｎ，ｘｎ）→０，所以 Ｔｘｎ－λｘｎ→０．从 λ≠０ 及 Ｔｘｎ→ｙ，知 ｘｎ也收敛 ．设 ｘｎ→ｘ，则‖ｘ

‖ ＝ １ 且（Ｔ－λＩ）ｘｎ→（Ｔ－λＩ）ｘ，所以 Ｔｘ ＝ λｘ，即 λ 是 Ｔ 的特征值 ．这说明‖Ｔ‖或
－‖Ｔ‖是 Ｔ 的特征值 ．证毕 ．
　 　 下面的定理称为紧自伴算子的谱分解定理 ．它是有限维空间中相关结论的
直接推广 ．
　 　 定理 １０　 如果 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的紧自伴算子，则 Ｔ 有至多可数个互
不相同的特征值 ．如果｛λ１，…，λ ｎ，…｝是 Ｔ 的互异的非零特征值全体，Ｐｎ是 Ｈ 到
Ｎ（Ｔ－λ ｎ Ｉ）上的直交投影，则
　 　 （ｉ）当 ｎ≠ｍ 时，ＰｎＰｍ ＝ＰｍＰｎ ＝ ０；

　 　 （ｉｉ）在按算子范数收敛意义下，有 Ｔ ＝
∞

ｎ ＝ １
λ ｎＰｎ ．

　 　 证明 　 由定理 ８，知（ｉ）成立 ．由定理 ９，存在实数 λ１∈σ ｐ（Ｔ），使 λ１ ＝

‖Ｔ‖ ．记 Ｍ１ ＝Ｎ（Ｔ－λ１ Ｉ），Ｐ１是 Ｈ 到 Ｍ１上的直交投影 ．令 Ｈ２ ＝Ｍ
⊥
１ ．由于 Ｍ１约化

Ｔ，所以 Ｈ２也约化 Ｔ．且 Ｔ２ ＝ Ｔ Ｈ２
也是紧自伴算子 ．再由定理 ９，存在实数 λ２∈

σ ｐ（Ｔ２），使 λ２ ＝‖Ｔ２‖ ．记 Ｍ２ ＝Ｎ（Ｔ２ －λ２ Ｉ）．注意｛０｝≠Ｍ２Ｎ（Ｔ－λ２ Ｉ），若λ１ ＝

λ２，则 Ｍ２Ｎ（Ｔ－λ１ Ｉ）＝ Ｍ１，但 Ｍ１⊥Ｍ２，所以必有 λ１≠λ２ ．

　 　 记 Ｐ２为 Ｈ 到 Ｍ２的投影及 Ｈ３ ＝（Ｍ１Ｍ２）
⊥ ．注意到‖Ｔ２‖≤‖Ｔ‖，故 λ２

≤ λ１ ．由归纳法，我们可以得到一列｛λ ｎ｝满足
　 　 （１） λ１ ≥ λ２ ≥…；
　 　 （２）对 Ｍｎ ＝Ｎ（Ｔ－λ ｎ Ｉ），λ ｎ＋１ ＝‖Ｔ （Ｍ １…Ｍｎ）⊥

‖ ．

　 　 由（１），存在 α≥０，使 λ ｎ →α．往证 α ＝ ０，即 λ ｎ→０．事实上，设 ｅｎ∈Ｍｎ，

‖ｅｎ‖ ＝ １，由 Ｔ 的紧性，存在｛ｅｎ｝
∞
ｎ ＝ １的子列｛ｅｎｊ｝及 ｈ∈Ｈ，使 Ｔｅｎｊ→ｈ．但由于 ｅｎ⊥

ｅｍ（ｎ≠ｍ），及 Ｔｅｎｊ ＝λ ｎ ｊ ｅｎ ｊ，所以

‖Ｔｅｎｊ－Ｔｅｎｉ‖
２ ＝λ２ｎ ｊ＋λ

２
ｎ ｉ≥２α

２ ．

由于｛Ｔｅｎｊ｝是 Ｃａｕｃｈｙ 列，所以 α ＝ ０．

　 　 最后证明 Ｔ ＝
∞

ｎ ＝ １
λ ｎＰｎ ．若 ｈ∈Ｍｋ（１≤ ｋ≤ ｎ），则 Ｔ －

ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊＰ ｊ( ) ｈ ＝ Ｔｈ － λ ｋ ｈ
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＝ ０．所以

Ｍ１  Ｍ２  …  Ｍｎ  Ｎ Ｔ －
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊＰ ｊ( ) ，

又对 ｈ∈（Ｍ１Ｍ２…Ｍｎ）
⊥，有 Ｐｊｈ ＝ ０（１≤ ｊ≤ｎ），故

Ｔ －
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊＰ ｊ( ) ｈ ＝ Ｔｈ．

注意到（Ｍ１…Ｍｎ）
⊥约化 Ｔ，显见

‖Ｔ －
ｎ

ｊ ＝ １
λ ｊＰ ｊ‖ ＝ ‖Ｔ （Ｍ １…Ｍｎ）⊥

‖ ＝ λ ｎ ＋ １ → ０，

故 Ｔ ＝
∞

ｎ ＝ １
λ ｎＰｎ ．证毕 ．

　 　 推论 １　 设 Ｔ，｛λ ｎ｝
∞

ｎ ＝ １
及 Ｐｎ同定理 １０，则有

　 　 （ｉ）Ｎ（Ｔ）＝ ［Ｖ｛ＰｎＨ ｜ ｎ≥１｝］
⊥ ＝（Ｒ（Ｔ））⊥；

　 　 （ｉｉ）‖Ｔ‖ ＝ ｓｕｐ｛ λ ｎ ｎ≥１｝且 λ ｎ→０　 （ｎ→∞）．

这里 Ｖ｛ＰｎＨ ｎ≥１｝表示由 ＰｎＨ（ｎ≥１）张成的 Ｈ 的子空间 ．
　 　 证明 　 由于 Ｐｎ⊥Ｐｍ（ｎ≠ｍ），如果 ｈ∈Ｈ，则由定理 １０，

‖Ｔｈ‖ ２ ＝
∞

ｎ ＝ １
‖λ ｎＰｎｈ‖

２ ＝
∞

ｎ ＝ １
λ ｎ

２‖Ｐｎｈ‖
２ ．

故 Ｔｈ ＝ ０ 的充要条件是对所有的 ｎ，Ｐｎｈ ＝ ０，即 ｈ∈Ｎ（Ｔ）的充要条件是对所有的
ｎ，ｈ⊥ＰｎＨ．（ｉ）得证 ．
　 　 （ｉｉ）从定理 １０ 的证明立知 ．

§ ４　 有界自伴算子的谱分解定理

　 　 我们在上一节对紧自伴算子 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），利用 Ｔ 的谱和相应的特征子空间上
的投影（称为谱投影）给出了其表示 ．但对一般的自伴算子，它的谱不一定是特征
值，谱点也不一定是可数多个，因此，要建立类似紧自伴算子的结构理论，需引进

新的概念与方法 ．

４．１　 谱系、谱测度与谱积分

　 　 对一般自伴算子建立类似于紧自伴算子的分解理论，关键在于如何寻找类
似紧自伴算子的特征子空间或其投影，为此，我们引进下面的

　 　 定义 １　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，对每一个实数 λ∈Ｒ，对应于一个投影算子
Ｅλ ．如果算子族｛Ｅλ｝λ∈Ｒ满足如下条件：
　 　 （ｉ）单调性：当 λ≤μ 时，Ｅλ≤Ｅ μ；
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　 　 （ｉｉ）右连续：对任意 ｘ∈Ｈ，有 ｌｉｍ
λ→λ０＋０

Ｅλｘ ＝Ｅλ ０ｘ；

　 　 （ｉｉｉ）存在有限实数 λ ＝ ａ 及 λ ＝ ｂ，使 Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ，
则称｛Ｅλ｝λ∈Ｒ为 Ｈ 上的谱系或单位分解 ．
　 　 由上一节定理 ４，谱系条件（ｉ）等价于：当 λ＜μ 时，ＥλＥ μ ＝Ｅ μＥλ ＝Ｅλ ．
　 　 条件（ｉｉ）实际上是指在强收敛意义下，Ｅλ是右连续的 ．

　 　 例 １　 设｛Ｐｎ｝
∞
１ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的两两直交的投影算子，且（强）

∞

ｎ ＝ １
Ｐｎ

＝ Ｉ，｛λ ｎ｝
∞
１ 是一列实数，满足 ａ＜λ ｎ≤ｂ，定义

Ｅλ ＝ 
λ ｎ≤λ

Ｐｎ

（当 λ＜ｉｎｆ
ｎ
λ ｎ时规定 Ｅλ ＝ ０）．则｛Ｅλ｝λ∈Ｒ是谱系 ．

　 　 证明 　 注意和式
λ ｎ≤λ

Ｐｎ有可能是无穷和，这时指的是强收敛意义下求和 ．由

本章 § ３ 定理 ６，Ｅλ存在且是投影算子 ．

　 　 （ｉ）单调性：当 λ≤μ 时，Ｅ μ ＝
λ ｎ≤μ
Ｐｎ ＝ 

λ ｎ≤λ
Ｐｎ ＋ 

λ ＜ λ ｎ≤μ
Ｐｎ ＝ Ｅλ ＋ 

λ ＜ λ ｎ≤μ
Ｐｎ，由

于 
λ ＜ λ ｎ≤μ

Ｐｎ≥０，所以 Ｅλ≤Ｅ μ ．

　 　 （ｉｉ）右连续性：设 λ０∈Ｒ，ｘ∈Ｈ，因为当 λ＞λ０时，Ｅλ －Ｅλ０ ＝ 
λ ０ ＜ λ ｎ≤λ

Ｐｎ，所以

只要证明 ｌｉｍ
λ→λ０＋０

　 
λ ０ ＜ λ ｎ≤λ

Ｐｎｘ ＝ ０ 即可 ．

　 　 由于｛Ｐｎ｝两两直交，所以


∞

ｎ ＝ １
‖Ｐｎｘ‖

２≤‖ｘ‖ ２ ．

　 　 记 Ｍλ ＝｛ｎ λ０ ＜λ ｎ≤λ｝，ｎλ ＝ ｍｉｎｎ∈Ｍλ
ｎ（当 Ｍλ是空集时规定 ｎλ ＝ ∞），显然当

λ１ ＜λ２时，Ｍλ １Ｍλ ２，而且∩λ＞λ０Ｍλ ＝，所以 ｎλ关于 λ∈（λ０，∞）是单调不增的函
数，而且 ｌｉｍ

λ→λ０＋０
ｎλ ＝∞ ．又因为


λ ０ ＜ λ ｎ≤λ

Ｐｎｘ
２
＝ 
λ ０ ＜ λ ｎ≤λ

‖Ｐｎｘ‖
２ ＝ 

ｎ∈Ｍλ

‖Ｐｎｘ‖
２≤

∞

ｎ ＝ ｎλ

‖Ｐｎｘ‖
２
，

当 λ→λ０ ＋０ 时，上式右端趋于零，所以

ｌｉｍ
λ→λ０＋０


λ ０ ＜ λ ｎ≤λ

Ｐｎｘ
２
＝ ０．

即 ｌｉｍ
λ→λ０＋０

（Ｅλ－Ｅλ０）＝ ０，故 Ｅλ是右连续的 ．

　 　 （ｉｉｉ）显然有 Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ．
　 　 这就证明了｛Ｅλ｝是谱系 ．
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　 　 例 ２　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｌ２［０，１］，记（－∞，λ］的特征函数为 ｅλ（ｔ），作算
子 Ｅλ如下：

（Ｅλ ｆ）（ｔ）＝ ｅλ（ｔ）ｆ（ｔ），　 ｆ∈Ｌ
２
［０，１］．

　 　 由于 ｅλ是有界实函数，而且 ｅ
２
λ（ｔ）＝ ｅλ（ｔ），所以 Ｅλ是幂等的自伴算子，即投

影算子 ．
　 　 （ｉ）当 λ＜ μ 时，ｅλ（ｔ）ｅμ（ｔ）＝ ｅμ（ｔ）ｅλ（ｔ）＝ ｅλ（ｔ），所以

ＥλＥ μ ＝Ｅ μＥλ ＝Ｅλ，
由本章 § ３ 定理 ４ 知，Ｅλ≤Ｅ μ ．

　 　 （ｉｉ）对任何 ｆ∈Ｌ２［０，１］，由 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 控制收敛定理，

ｌｉｍ
λ→λ０
∫
１

０
ｅλ（ｔ）－ｅλ０（ｔ）

２ ｆ（ｔ） ２ ｄｔ ＝ ０，

即（Ｅλ－Ｅλ ０）ｆ→０（λ→λ０），所以 Ｅλ是强连续的 ．

　 　 （ｉｉｉ）显然 Ｅ０ ＝ ０，Ｅ１ ＝ Ｉ．
　 　 因此｛Ｅλ｝是谱系 ．
　 　 定理 １　 设｛Ｅλ｝λ∈Ｒ是 Ｈ 上的谱系，则对任意 λ０∈Ｒ，存在投影算子 Ｐ，使得
对任意 ｘ∈Ｈ，有 ｌｉｍ

λ→λ０－０
Ｅλｘ ＝Ｐｘ，即 Ｅλ在强收敛意义下的左极限存在 ．

　 　 证明 　 首先证明对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλ ｘ，ｙ）存在 ．任取 λ ＜λ０，由 Ｅλ≤

Ｅλ０，有

（Ｅλｘ，ｘ）≤（Ｅλ０ｘ，ｘ）≤‖ｘ‖
２
，

又由于｛（Ｅλｘ，ｘ）｝随着 λ 的增加而增加，故 ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｘ，ｘ）存在 ．于是对任意 ε＞０，

存在δ＞０，当 λ０ －δ＜λ′＜λ″＜λ０时，有
０≤（Ｅλ″ ｘ，ｘ）－（Ｅλ′ ｘ，ｘ）＜ε，

即

０≤（（Ｅλ″－Ｅλ′）ｘ，ｘ）＜ε．
任取 ｘ，ｙ∈Ｈ，由于 ｌｉｍ

λ→λ０－０
（Ｅλ ｘ，ｘ）及 ｌｉｍ

λ→λ０－０
（Ｅλ ｙ，ｙ）都存在，故对任给 ε＞０，存在

δ＞０，使当 λ０ －δ＜λ′＜λ″＜λ０时，有
０≤（（Ｅλ″－Ｅλ′）ｘ，ｘ）＜ε

及

０≤（（Ｅλ″－Ｅλ′）ｙ，ｙ）＜ε
同时成立 ．故由广义 Ｓｃｈｗａｒｚ 不等式，有

（Ｅλ″ ｘ，ｙ）－（Ｅλ′ ｘ，ｙ）
２≤（（Ｅλ″－Ｅλ′）ｘ，ｘ）（（Ｅλ″－Ｅλ′）ｙ，ｙ）＜ε

２
，

即

（Ｅλ″ ｘ，ｙ）－（Ｅλ′ ｘ，ｙ） ＜ε．
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再由 Ｃａｕｃｈｙ 收敛原理，知 ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｘ，ｙ）存在 ．

　 　 对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，令
〈ｘ，ｙ〉＝ ｌｉｍ

λ→λ０－０
（Ｅλｘ，ｙ）．

易证〈ｘ，ｙ〉满足如下性质：
　 　 （ｉ）〈ｘ，ｘ〉≥０．事实上〈ｘ，ｘ〉＝ ｌｉｍ

λ→λ０－０
（Ｅλｘ，ｘ）＝ ｌｉｍ

λ→λ０－０
‖Ｅλｘ‖

２≥０；

　 　 （ｉｉ）共轭双线性：〈αｘ＋βｙ，ｚ〉＝ α〈ｘ，ｚ〉＋β〈ｙ，ｚ〉，及〈ｘ，αｚ〉＝珔α〈ｘ，ｚ〉；
　 　 （ｉｉｉ）有界性：〈ｘ，ｙ〉≤‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
　 　 因此由本章 § ２ 定理 １ 的推论，存在唯一的正算子 Ｐ∈Ｂ（Ｈ），使

ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｘ，ｙ）＝ （Ｐｘ，ｙ）．

　 　 下证 Ｐ 是投影算子，只要证明 Ｐ 是幂等的自伴算子 ．由于
（Ｐｘ，ｙ）＝ ｌｉｍ

λ→λ０－０
（Ｅλｘ，ｙ）＝ ｌｉｍ

λ→λ０－０
（ｘ，Ｅλｙ）

＝ ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｙ，ｘ）＝ （Ｐｙ，ｘ）＝ （ｘ，Ｐｙ），

所以 Ｐ ＝Ｐ ．
　 　 可以证明对任意 μ＜λ０，Ｅ μＰ ＝ＰＥ μ ＝Ｅ μ ．事实上，对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，

（Ｅ μＰｘ，ｙ）＝ ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｘ，Ｅ μｙ）＝ ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅ μＥλｘ，ｙ），

由于当 λ＞μ 时，Ｅ μ Ｅλ ＝ Ｅ μ，所以（Ｅ μ Ｐｘ，ｙ）＝ （Ｅ μ ｘ，ｙ）．故 Ｅ μ Ｐ ＝ Ｅ μ ．取共轭即有
Ｅ μ ＝ＰＥ μ ．由此可知

（Ｐ２ｘ，ｙ）＝ ｌｉｍ
λ→λ０－０

（ＥλＰｘ，ｙ）＝ ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｘ，ｙ）＝ （Ｐｘ，ｙ）．

因此 Ｐ 是投影算子 ．
　 　 往证对任何 ｘ∈Ｈ，ｌｉｍ

λ→λ０－０
Ｅλｘ ＝Ｐｘ．

　 　 由前面的证明，对任意 λ＜λ０，ＥλＰ ＝ＰＥλ ＝Ｅλ ．因此 Ｐ－Ｅλ是投影算子，从而

‖（Ｐ－Ｅλ）ｘ‖
２ ＝（（Ｐ－Ｅλ）ｘ，ｘ）＝ （Ｐｘ，ｘ）－（Ｅλｘ，ｘ）．

由于 ｌｉｍ
λ→λ０－０

（Ｅλｘ，ｘ）＝ （Ｐｘ，ｘ），所以 ｌｉｍ
λ→λ０－０

‖Ｅλｘ－Ｐｘ‖ ＝ ０，即 ｌｉｍ
λ→λ０－０

Ｅλｘ ＝Ｐｘ．证毕 ．

　 　 定理 １ 的证明思想是：首先找一个弱收敛意义下的极限算子（这比直接找
强收敛意义下的极限算子要简单），然后证明这个算子是投影算子，最后证明在

强收敛意义下也收敛 ．这是一种很有用的方法 ．
　 　 对一个谱系｛Ｅλ｝，如果设 Δ 是左开右闭区间 Δ ＝（α，β］，令 Ｅ（Δ）＝ Ｅ β －Ｅα，
则由单调性知 Ｅ（Δ）仍是投影算子 ．这时，如果有两个这种区间 Δ１及 Δ２，则可以
验证

Ｅ（Δ１∩Δ２）＝ Ｅ（Δ１）Ｅ（Δ２）．
　 　 我们可以将映射 Δ →Ｅ（Δ）扩张到 Ｒ 上所有 Ｂｏｒｅｌ 集形成的 σ－代数上，从

而得到所谓的谱测度 ．
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　 　 定义 ２　 设 Ｘ 是一个集合，Ω 是由 Ｘ 的某些子集形成的 σ－代数，Ｈ 是Ｈｉｌｂｅｒｔ

空间，映射 Ｅ··Ω→Ｂ（Ｈ）满足下列条件：

　 　 （ｉ）Ｅ（）＝ ０，Ｅ（Ｘ）＝ Ｉ；
　 　 （ｉｉ）每个 Ｅ（Δ）是投影算子，其中 Δ∈Ω；
　 　 （ｉｉｉ）对 Δ１，Δ２∈Ω，有 Ｅ（Δ１∩Δ２）＝ Ｅ（Δ１）Ｅ（Δ２）；
　 　 （ｉｖ）如果 Δ１∩Δ２ ＝，则 Ｅ（Δ１∪Δ２）＝ Ｅ（Δ１）＋Ｅ（Δ２）；
　 　 （ｖ）对任意的 ｘ，ｙ∈Ｈ，Ｅｘ，ｙ（Δ）＝ （Ｅ（Δ）ｘ，ｙ），Δ∈Ω 是（Ｘ，Ω）上的测度，则
称 Ｅ（Δ）是（Ｘ，Ω，Ｈ）上的谱测度 ．
　 　 如果 Ｘ ＝Ｒ ｎ，我们总是假设 Ω 为 Ｂｏｒｅｌ 集全体形成的 σ－代数 Ｂ．
　 　 例 ３ 　 设 Ｘ 是一个紧集，Ω 是 Ｘ 的所有 Ｂｏｒｅｌ 子集形成的 σ －代数，μ 是
（Ｘ，Ω）上的测度，Ｈ ＝ Ｌ２（Ｘ，ｄμ）．对 Δ∈Ω，设 χ

Δ
为 Δ 的特征函数，定义 Ｌ２（Ｘ，ｄμ）

上的算子 Ｅ（Δ）如下：
（Ｅ（Δ）ｆ）（ｘ）＝ χ

Δ
（ｘ）ｆ（ｘ），ｆ∈Ｌ２（Ｘ，ｄμ），ｘ∈Ｘ．

　 　 容易验证 Ｅ（Δ）是（Ｘ，Ω，Ｈ）上的谱测度（见本章习题 ２８）．
　 　 例 ４　 设 Ｘ 是任意非空集合，Ω 是 Ｘ 的子集全体，Ｈ 是任一可分的 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空
间，｛ｘｎ｝是 Ｘ 中固定的点列 ．若｛ｅ１，ｅ２，…｝是 Ｈ 的正规直交基，对 Δ∈Ω，定义
Ｅ（Δ）为到 Ｖ｛ｅｎ ｜ ｘｎ∈Δ｝上的直交投影 ．则 Ｅ（Δ）是（Ｘ，Ω，Ｈ）上的谱测度（见本章

习题 ２９）．由于 Ｅ（Δ）是投影算子，所以 Ｅｘ，ｘ（Δ）＝ （Ｅ（Δ）ｘ，ｘ）＝ ‖Ｅ（Δ）ｘ‖
２
，从

而 Ｅｘ，ｘ（Δ）是正测度 ．
　 　 由定义 ２ 条件（ｉｉｉ）知，任意两个投影 Ｅ（Δ１）与 Ｅ（Δ２）交换 ．由条件（ｉｖ）可以

推出有限可加性 ．那么，谱测度是否具有可数可加性？也即如 Δ ＝∪
∞

ｎ ＝ １
Δ ｎ，其中 Δ ｎ

∈Ω 是两两不交的，级数
∞

ｎ ＝ １
Ｅ（Δ ｎ）是否在算子范数意义下收敛于Ｅ（Δ）？由本

章 § ３ 定理 ６ 知，
∞

ｋ ＝ １
Ｅ（Δ ｋ）强收敛于某个投影算子，又由（ｖ），

∞

ｋ ＝ １
Ｅ（Δ ｋ）弱收

敛于 Ｅ（Δ），所以，对任何 ｘ∈Ｈ，
∞

ｋ ＝ １
Ｅ（Δ ｋ）ｘ ＝Ｅ（Δ）ｘ，即谱测度有强收敛意义下

的可数可加性 ．
　 　 下面我们考察 Ｒ 上的谱测度，并讨论谱系与谱测度之间的关系 ．
　 　 如果 Ｅ（Δ）是 Ｒ 上的谱测度，对任意 λ∈Ｒ，令 Ｅλ ＝Ｅ（（－∞，λ］），则 Ｅλ满足
谱系的条件（ｉ）与（ｉｉ），如果 Ｅ（Δ）还是具有紧支集的谱测度（即存在 Ｒ 上的闭
区间［ａ，ｂ］使 Ｅ（［ａ，ｂ］）＝ Ｉ），则 Ｅλ是一个谱系 ．
　 　 事实上，如果 λ＜μ，则由于

（－∞，μ］＝（－∞，λ］∪（λ，μ］，
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由谱测度的条件（ｉｉｉ），有
Ｅ μ－Ｅλ ＝Ｅ（（λ，μ］），

从 Ｅ（（λ，μ］）仍是投影算子知 Ｅ μ≥Ｅλ ．为证右连续性，设 ｘ∈Ｈ，λ０∈Ｒ，令 λ ｎ ＝

λ０ ＋
１
ｎ
，则 Ｅλｎ－Ｅλ０ ＝Ｅ（Δ ｎ），其中 Δ ｎ ＝ λ０，λ０ ＋

１
ｎ( ] ．所以

‖Ｅλｎ ｘ－Ｅλ０ｘ‖
２ ＝‖Ｅ（Δ ｎ）ｘ‖

２ ＝（Ｅ（Δ ｎ）ｘ，ｘ）．

由于 Ｅｘ，ｘ是正测度，且 Δ１Δ２…，及∩
∞

ｎ ＝ １
Δ ｎ ＝，所以 ｌｉｍ

ｎ→∞
（Ｅ（Δ ｎ）ｘ，ｘ）＝ ０．故

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅλｎ ｘ ＝Ｅλ０ｘ．

再由 Ｅλ的单调性，容易证明 ｌｉｍ
λ→λ０＋０

Ｅλｘ ＝Ｅλ０ｘ，即右连续性成立 ．

　 　 现在的问题是：如果给出 Ｒ 上的一个谱系 Ｅλ，是否存在一个 Ｒ 上有紧支集
的谱测度？我们有下面的结论：

　 　 定理 ２　 设 Ｅλ是 Ｒ 上的一个谱系，则必存在唯一的 Ｒ 上有紧支集的谱测度
Ｅ（Δ），使 Ｅλ ＝Ｅ（（－∞，λ］）（λ∈Ｒ）．
　 　 证明 　 对任意 ｘ ∈Ｈ，（Ｅλｘ，ｘ）是 Ｒ 上的单调上升的右连续函数，则由这个
函数可以作出一个 ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ 测度，记为 μ ｘ ．显然，对任意 ｘ∈Ｈ，ａ，ｂ ∈
Ｒ，有

μ ｘ（（ａ，ｂ］）＝ （（Ｅｂ－Ｅａ）ｘ，ｘ）．
固定一个 Ｂｏｒｅｌ 集 Ａ０，令 φＡ０（ｘ）＝ μ ｘ（Ａ０），由于

（Ｅλ（αｘ），αｘ）＝ α ２
（Ｅλｘ，ｘ），α∈Ｃ，

所以

μαｘ（Ａ０）＝ α ２μ ｘ（Ａ０），
即

φＡ０（αｘ）＝ α ２φＡ０（ｘ）．
　 　 又

（Ｅλ（ｘ＋ｙ），ｘ＋ｙ）＋（Ｅλ（ｘ－ｙ），ｘ－ｙ）＝ ２（Ｅλｘ，ｘ）＋２（Ｅλｙ，ｙ），
所以

２μ ｘ＋２μ ｙ ＝ μ ｘ＋ｙ＋μ ｘ－ｙ ．
故

φＡ０（ｘ＋ｙ）＋φＡ０（ｘ－ｙ）＝ ２φＡ０（ｘ）＋２φＡ０（ｙ）．
　 　 因为

０≤φＡ０（ｘ）＝ μ ｘ（Ａ０）≤μ ｘ（Ｒ）＝ ‖ｘ‖
２
，

所以 φＡ０是实的有界二次形式，由本章 § ２ 定理 ２，存在唯一的有界自伴算子 ＴＡ０
使 φＡ０（ｘ）＝ （ＴＡ０ｘ，ｘ），即

·３３１·§ ４　 有界自伴算子的谱分解定理



（ＴＡ０ｘ，ｘ）＝ μ ｘ（Ａ０）．

将这个算子记为 Ｅ（Ａ０）＝ ＴＡ０ ．

　 　 由 Ｅ（（ａ，ｂ］）＝ Ｅｂ－Ｅａ，可以证明 Ｅ（Δ）是 Ｒ 上的谱测度 ．
　 　 Ｅ 具有紧支集很容易从谱系的条件（ｉｉｉ）得到 ．证毕 ．
　 　 从前面的讨论，我们知道在 Ｒ 上，谱系与谱测度的概念本质上是一致的 ．但
在 Ｒ ｎ 上，因为没有谱系的概念，所以谱测度是一个更有用更一般的概念 ．
　 　 有了谱系和谱测度，我们就可以给出谱积分的概念了．先考虑直线上的谱
积分．
　 　 设｛Ｅλ｝是 Ｒ 上的谱系，Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ，则对于任意 ｘ∈Ｈ，（Ｅλ ｘ，ｘ）是 Ｒ 上的
单调增加的有界函数，从而是有界变差实函数 ．对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，由于

（Ｅλｘ，ｙ）＝
１
４
［（Ｅλ（ｘ＋ｙ），ｘ＋ｙ）－（Ｅλ（ｘ－ｙ），ｘ－ｙ）＋

　 ｉ（Ｅλ（ｘ＋ｉｙ），ｘ＋ｉｙ）－ｉ（Ｅλ（ｘ－ｉｙ），ｘ－ｉｙ）］，

从而（Ｅλｘ，ｙ）是复值的有界变差函数 ．事实上，对［ａ，ｂ］的任一分划：
ａ ＝λ０ ＜λ１ ＜…＜λ ｎ ＝ ｂ，

记 Δ ｋ ＝（λ ｋ－１，λ ｋ］，Ｅ（Δ ｋ）＝ Ｅλ ｋ－Ｅλ ｋ－１（ｋ ＝ １，２，…，ｎ），则有

（Ｅ（Δ ｉ）ｘ，Ｅ（Δ ｊ）ｘ）＝ ０，　 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ．
从而


ｎ

ｋ ＝ １
‖Ｅ（Δ ｋ）ｘ‖

２ ＝ 
ｎ

ｋ ＝ １
Ｅ（Δ ｋ）ｘ

２
＝ ‖ｘ‖ ２ ．

所以


ｎ

ｋ ＝ １
（Ｅ（Δ ｋ）ｘ，ｙ）＝

ｎ

ｋ ＝ １
（Ｅ（Δ ｋ）ｘ，Ｅ（Δ ｋ）ｙ） 　 　 　 　 　

≤
ｎ

ｋ ＝ １
‖Ｅ（Δ ｋ）ｘ‖‖Ｅ（Δ ｋ）ｙ‖

≤ 
ｎ

ｋ ＝ １
‖Ｅ（Δ ｋ）ｘ‖

２( )
１
２ 

ｎ

ｋ ＝ １
‖Ｅ（Δ ｋ）ｙ‖

２( )
１
２

＝‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
故（Ｅλｘ，ｙ）是有界变差函数，而且其全变差 Ｖ

ｂ
ａ（Ｅλ ｘ，ｙ）≤‖ ｘ‖‖ ｙ‖ ．因此，

（Ｅλｘ，ｙ）定义了 Ｒ 上的 ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ 测度 ．对任意［ａ，ｂ］上的有界 Ｂｏｒｅｌ 可测

函数 ｆ（λ），ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）存在 ．

　 　 定义 ３　 设｛Ｅλ｝是 Ｈ 上的谱系，Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ，ｆ（λ）是 ａ，ｂ[ ] 上的有界 Ｂｏｒｅｌ
可测函数，若存在 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），使对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，有

（Ｔｘ，ｙ）＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ），
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则称 Ｔ 为函数 ｆ（λ）关于 Ｅλ的弱谱积分，记为 Ｔ ＝（弱）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ ．

　 　 如果 ｆ（λ）是［ａ，ｂ］上的连续函数，ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλ ｘ，ｙ）

也是 ＲｉｅｍａｎｎＳｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分，为积分和
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）［（Ｅλ ｉ ｘ，ｙ）－（Ｅλ ｉ－１ ｘ，ｙ）］当 η ＝

ｍａｘ
１≤ ｉ≤ｎ

λ ｉ－λ ｉ－１ →０ 时的极限 ．或者说，Ｔ 是和式
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）（Ｅλ ｉ －Ｅλ ｉ－１）当η→０时的

弱极限 ．但算子空间 Ｂ（Ｈ）中除弱收敛概念外，还有一致收敛和强收敛的概念，是
不是可以定义相应的一致谱积分和强谱积分呢？事实的确如此 ．
　 　 定义 ４　 设 Ｅλ是 Ｒ 上的谱系，并且 Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ．设 ｆ（λ）是［ａ，ｂ］上定义的
有界 Ｂｏｒｅｌ 可测函数 ．用分点

ａ ＝λ０ ＜λ１ ＜…＜λ ｎ ＝ ｂ
将（ａ，ｂ］分成一组左开右闭的区间 Δ ｋ ＝（λ ｋ－１，λ ｋ］，并令 Ｅ（Δ ｋ）＝ Ｅλ ｋ－Ｅλ ｋ－１（ｋ ＝ １，
２，…，ｎ）．任取 ξｋ∈Δ ｋ，作和


ｎ

ｋ ＝ １
ｆ（ξ ｋ）Ｅ（Δ ｋ）．

令 η ＝ ｍａｘ
１≤ｋ≤ｎ

λ ｋ－λ ｋ－１ ，如果当 η→０ 时，不论分划如何作出，也不论 ξｋ如何选取，

上述和式都在算子范数意义下收敛于一个给定的算子 Ｔ，即对任意 ε＞０，存在 δ＞
０，只要 η＜δ，就有


ｎ

ｋ ＝ １
ｆ（ξ ｋ）Ｅ（Δ ｋ）－ Ｔ ＜ ε，

则称 Ｔ 为 ｆ（λ）关于谱系 Ｅλ的一致谱积分，记为 Ｔ ＝（一致）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ ．

　 　 如果对任意 ε＞０，ｘ∈Ｈ，存在 δ＞０，只要 η＜δ，就有


ｎ

ｋ ＝ １
ｆ（ξ ｋ）Ｅ（Δ ｋ）ｘ － Ｔｘ ＜ ε，

则称 Ｔ 为 ｆ（λ）关于 Ｅλ的强谱积分，记为 Ｔ ＝（强）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ ．

　 　 注 　 如果有一个 Ｒ ｎ中具紧支集的谱测度 Ｅ（Δ），我们仍可以按类似的方法
定义在各种收敛意义下的谱积分 ．
　 　 是不是对任意的谱系，相应的谱积分都存在呢？下面的定理回答了这一
问题 ．
　 　 定理 ３　 设｛Ｅλ｝λ∈Ｒ是 Ｈ 上的谱系，Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ，ｆ（λ）是［ａ，ｂ］上的有界
Ｂｏｒｅｌ 可测函数，则存在 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），使对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，

（Ｔｘ，ｙ）＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）．

·５３１·§ ４　 有界自伴算子的谱分解定理



即弱谱积分是存在的 ．

　 　 证明 　 前面已经指出，对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，积分 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）存在 ．令

φ（ｘ，ｙ）＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλ ｘ，ｙ）．

显然，φ（ｘ，ｙ）是 Ｈ 上的双线性形式 ．又

φ（ｘ，ｙ）≤‖ｆ‖‖ｘ‖‖ｙ‖，
所以 φ 还是有界的，由本章 § ２ 定理 １，存在唯一的有界线性算子 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），使

φ（ｘ，ｙ）＝ （Ｔｘ，ｙ）．
即 Ｔ 是弱谱积分 ．证毕 ．
　 　 下面这个定理讨论了各种谱积分之间的关系 ．
　 　 定理 ４　 设｛Ｅλ｝λ∈Ｒ是 Ｈ 上的谱系，且 Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ，ｆ（λ）是［ａ，ｂ］上的连续

函数，则（一致）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ存在，而且弱谱积分就是一致谱积分 ．

　 　 证明 　 对连续函数 ｆ（λ）而言，ＬｅｂｅｓｇｕｅＳｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分也是 ＲｉｅｍａｎｎＳｔｉｅｌｔｊｅｓ
积分，由定理 ３，弱谱积分存在 ．设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），且对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，

（Ｔｘ，ｙ）＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）．

往证在一致收敛意义下 Ｔ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ ．

　 　 首先设 ｆ（λ）是实函数，在［ａ，ｂ］中插入分点
ａ ＝λ０ ＜λ１ ＜…＜λ ｎ ＝ ｂ，

任取 μ ｋ∈ λ ｋ－１，λ ｋ[ ] ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ，令
ε ＝ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ
ｓｕｐ

　 λ ｋ－１≤λ＜μ≤λ ｋ
ｆ（λ）－ｆ（μ），　 δ ＝ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ
｛λ ｋ－λ ｋ－１｝．

由于 ｆ 在［ａ，ｂ］上连续，从而是一致连续的，故当 δ→０ 时，ε→０．令

Ｓ ＝
ｎ

ｋ ＝ １
ｆ（μ ｋ）Ｅ（Δ ｋ），

其中 Ｅ（Δ ｋ）＝ Ｅλ ｋ－Ｅλ ｋ－１ ．对任意 ｘ∈Ｈ 有

（Ｔｘ，ｘ）＝
ｎ

ｋ ＝ １
∫
λ ｋ

λ ｋ － １

ｆ（λ）ｄ（Ｅλ ｘ，ｘ），

（Ｓｘ，ｘ）＝
ｎ

ｋ ＝ １
∫
λ ｋ

λ ｋ － １

ｆ（μ ｋ）ｄ（Ｅλ ｘ，ｘ），

从而

（Ｔｘ，ｘ）－ （Ｓｘ，ｘ）＝
ｎ

ｋ ＝ １
∫
λ ｋ

λ ｋ － １
[ ｆ（λ）－ ｆ（μ ｋ）] ｄ（Ｅλ ｘ，ｘ）．

由于（Ｅλｘ，ｘ）单调增加，所以
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（（Ｔ－Ｓ）ｘ，ｘ）≤ε‖ｘ‖ ２
，

于是

ｓｕｐ
‖ｘ‖ ＝ １

（（Ｔ－Ｓ）ｘ，ｘ）≤ε．

但 Ｔ － Ｓ 是自伴算子（见下面的定理 ６），所以上式左端为 ｍａｘ｛ ｍ（Ｔ－Ｓ），
Ｍ（Ｔ－Ｓ）｝＝‖Ｔ－Ｓ‖，即

‖Ｔ－Ｓ‖≤ε．

这说明，当 δ→０ 时，Ｓ→Ｔ，即 Ｔ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ在算子范数收敛意义下成立 ．

　 　 对复值函数，只要考虑实、虚部分解即可 ．证毕 ．
　 　 显然一致谱积分是强谱积分，因此根据这个定理，对于连续函数，三种谱积
分实际上是一样的 ．
　 　 我们简单地讨论一下谱积分的性质 ．假设以下的谱积分都是弱谱积分 ．对于
一致谱积分和强谱积分，只要所涉及的积分存在，结论也是对的 ．
　 　 定理 ５　 设 Ｅλ是 Ｒ 上的谱系，Ｅａ ＝ ０，Ｅｂ ＝ Ｉ，ｆ（λ），ｇ（λ）是 ａ，ｂ[ ] 上的有界
Ｂｏｒｅｌ 可测函数 ．则

　 　 （ｉ）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）＋ｇ（λ）[ ] ｄＥλ ＝ ∫

ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ＋ ∫

ｂ

ａ
ｇ（λ）ｄＥλ；

　 　 （ｉｉ）∫
ｂ

ａ
αｆ（λ）ｄＥλ ＝ α ∫

ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ；

　 　 （ｉｉｉ） ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ( ) ＝ ∫

ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ；

　 　 （ｉｖ）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｇ（λ）ｄＥλ ＝ ∫

ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ( ) ∫

ｂ

ａ
ｇ（λ）ｄＥλ( ) ．

　 　 注 　 性质（ｉ），（ｉｉ）与（ｉｉｉ）与普通的抽象积分的性质一样，也很容易从定义
证明 ．我们要特别注意的是性质（ｉｖ），这个性质与普通的积分是不同的，以前我
们所接触的积分都不具有这个性质！

　 　 证明 　 仅证明性质（ｉｖ）．设

Ｔ１ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ，Ｔ２ ＝ ∫

ｂ

ａ
ｇ（λ）ｄＥλ，Ｓ ＝ ∫

ｂ

ａ
ｆ（λ）ｇ（λ）ｄＥλ ．

则对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，有

（Ｔ１Ｔ２ｘ，ｙ）＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（ＥλＴ２ｘ，ｙ）

＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｔ２ｘ，Ｅλｙ）

＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ ∫

ｂ

ａ
ｇ（μ）ｄ（Ｅ μｘ，Ｅλｙ）

＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ ∫

ｂ

ａ
ｇ（μ）ｄ（ＥλＥ μｘ，ｙ）．
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由于当 μ＞λ 时，Ｅ μＥλ ＝Ｅλ，当 μ≤λ 时，Ｅ μＥλ ＝Ｅ μ，所以上式最后一个积分为

　 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ ∫

λ

ａ
ｇ（μ）ｄ（Ｅ μｘ，ｙ）　 　 　 　 　 　

＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｇ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）＝ （Ｓｘ，ｙ）．

故 Ｔ１Ｔ２ ＝ Ｓ．证毕 ．
　 　 推论 　 设 Ｅλ，ｆ（λ），ｇ（λ）同定理 ５，则

　 　 （ｉ）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ与 ∫

ｂ

ａ
ｇ（λ）ｄＥλ可交换；

　 　 （ｉｉ）∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ与每个 Ｅ（Δ）可交换，其中 Δ 是 Ｂｏｒｅｌ 集；

　 　 （ｉｉｉ） ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ ≤ ｓｕｐ

λ∈［ａ，ｂ］
ｆ（λ） ．

　 　 前面两点容易从上述定理 ５ 得到，下证（ｉｉｉ）．由于

∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）≤‖ｆ‖∞ Ｖ

ｂ
ａ（Ｅλｘ，ｙ）≤ ｓｕｐ

λ∈［ａ，ｂ］
ｆ（λ）‖ｘ‖‖ｙ‖，

所以 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ ≤ ｓｕｐ

λ∈［ａ，ｂ］
ｆ（λ） ．

　 　 由定理 ５ 易得下面的
　 　 定理 ６　 设 Ｅλ是 Ｒ 上的谱系，ｆ（λ）是［ａ，ｂ］上的有界 Ｂｏｒｅｌ 可测函数，则

　 　 （ｉ）如果 ｆ（λ）是实值函数，则 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ是自伴算子；

　 　 （ｉｉ）如果 ｆ（λ）≥０，则 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ是正算子；

　 　 （ｉｉｉ）如果 ｆ（λ）≡１，则 ∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ是酉算子；

　 　 （ｉｖ）一般地，∫
ｂ

ａ
ｆ（λ）ｄＥλ是正规算子 ．

４．２　 有界自伴算子的谱分解定理

　 　 有了前面的准备工作，现在可以建立有界自伴算子的谱分解理论了 ．
　 　 定理 ７ 　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界自伴算子，则存在谱系｛Ｅλ｝λ∈Ｒ，
满足：

　 　 （ｉ）对每个 λ，ＥλＴ ＝ ＴＥλ；
　 　 （ｉｉ）对每个 λ＜ｍ（Ｔ），Ｅλ ＝ ０，λ≥Ｍ（Ｔ），Ｅλ ＝ Ｉ；
　 　 （ｉｉｉ）对任意的 ｘ，ｙ∈Ｈ，及实系数多项式 ｐ，有

（ｐ（Ｔ）ｘ，ｙ）＝ ∫
β

α
ｐ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ），
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其中 α＜ｍ（Ｔ），β≥Ｍ（Ｔ）．
　 　 证明 　 设 ｐ（λ）是任一实系数多项式，则 ｐ（Ｔ）是自伴算子，从而 ｐ（Ｔ）的谱
半径是‖ｐ（Ｔ）‖ ．又由谱映射定理，有 σ（ｐ（Ｔ））＝ ｐ（σ（Ｔ）），故

‖ｐ（Ｔ）‖ ＝ ｓｕｐ
λ∈σ（Ｔ）

ｐ（λ） ．

　 　 记 ＣＲ（［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］）为区间［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］上的实值连续函数全体组成
的实 Ｂａｎａｃｈ 空间，取上确界范数 ．由 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ 定理知，实系数多项式全体 Ｐ 在
ＣＲ（［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］）中稠密 ．任取 ｘ，ｙ∈Ｈ，令

Ｌ（ｐ）＝ （ｐ（Ｔ）ｘ，ｙ），
易知 Ｌ 是 Ｐ 上的复值线性泛函，且

Ｌ（ｐ）≤‖ｐ‖∞‖ｘ‖‖ｙ‖，
因此 Ｌ 是 Ｐ 上的连续线性泛函 ．由于 Ｐ 在 ＣＲ中稠密，Ｌ 可以唯一地延拓成 ＣＲ上
的连续线性泛函，仍记为 Ｌ．由于 ＣＲ的共轭空间是规范化的实值有界变差函数全
体 Ｖ０［ａ，ｂ］（即满足在（ａ，ｂ）每一点右连续且 ｆ（ａ）＝ ０ 的有界变差函数 ｆ 全体）．
如果设 Ｌ（ｆ）＝ Ｌ１（ｆ）＋ｉＬ２（ｆ），其中 Ｌ１，Ｌ２是 ＣＲ上的实值连续线性泛函，我们可以
得到唯一的复值有界变差函数 Ｖ（λ；ｘ，ｙ），使

（ｐ（Ｔ）ｘ，ｙ）＝ Ｌ（ｐ）＝ ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｐ（λ）ｄＶ（λ；ｘ，ｙ）， （１）

且 Ｖ（λ；ｘ，ｙ）满足规范化条件
Ｖ（ｍ（Ｔ）；ｘ，ｙ）＝ ０，Ｖ（λ；ｘ，ｙ）＝ Ｖ（λ＋０；ｘ，ｙ），λ∈（ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ））．

　 　 下面要证明：对固定的 λ，Ｖ（λ；ｘ，ｙ）是有界的共轭双线性形式 ．
　 　 （ｉ）对 α∈Ｃ，由于

∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
λ ｎｄＶ（λ；αｘ，ｙ）＝ （Ｔｎ（αｘ），ｙ）＝ α（Ｔｎｘ，ｙ）

＝ α ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
λ ｎｄＶ（λ；ｘ，ｙ）

＝ ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
λ ｎｄ［αＶ（λ；ｘ，ｙ）］．

所以对任意多项式，且进一步对任意连续函数 ｆ，有

∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｆ（λ）ｄＶ（λ；αｘ，ｙ）＝ ∫

Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｆ（λ）ｄ［αＶ（λ；ｘ，ｙ）］．

从而 Ｖ（λ；αｘ，ｙ）＝ αＶ（λ；ｘ，ｙ）．
　 　 （ｉｉ）由完全类似的证明可得

Ｖ（λ；ｘ１ ＋ｘ２，ｙ）＝ Ｖ（λ；ｘ１，ｙ）＋（λ；ｘ２，ｙ），
及

Ｖ（λ；ｘ，ｙ）＝ Ｖ（λ；ｙ，ｘ）．
　 　 （ｉｉｉ）由第一段的讨论，对 ＣＲ上的连续线性泛函 Ｌ，有
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‖Ｌ‖≤‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
将 Ｌ写成 Ｌ１＋ｉＬ２，其中 Ｌ１，Ｌ２是实的连续线性泛函．则‖Ｌ１‖及‖Ｌ２‖≤‖ｘ‖‖ｙ‖，这样
Ｌ１，Ｌ２所对应的有界变差函数的全变差也不大于‖ｘ‖‖ｙ‖ ．于是

Ｖ（λ；ｘ，ｙ）≤２‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
这就证明了共轭双线性形式 Ｖ（λ；ｘ，ｙ）是有界的 ．因而存在有界的自伴线性算子
Ｆ（λ），使

Ｖ（λ；ｘ，ｙ）＝ （Ｆ（λ）ｘ，ｙ）．
由 Ｖ（ｍ（Ｔ）；ｘ，ｙ）＝ ０ 得 Ｆ（ｍ（Ｔ））＝ ０．
　 　 取 ｐ≡１，（１）式成为

（ｘ，ｙ）＝ ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｄＶ（λ；ｘ，ｙ）＝ Ｖ（Ｍ（Ｔ）；ｘ，ｙ），

故 Ｆ（Ｍ（Ｔ））＝ Ｉ．
　 　 下证对 λ≤μ，有

Ｆ（λ）Ｆ（μ）＝ Ｆ（μ）Ｆ（λ）＝ Ｆ（λ）．
特别地，Ｆ（λ）２ ＝Ｆ（λ），从而 Ｆ（λ）是直交投影 ．记

Ｕ（λ；ｘ，ｙ）＝ ∫
λ

ｍ（Ｔ）
μｍｄＶ（μ；ｘ，ｙ）．

由 Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ 积分的性质，有

　 ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
λ ｎｄＵ（λ；ｘ，ｙ）＝ ∫

Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
λ ｎ＋ｍｄＶ（λ；ｘ，ｙ）

＝ （Ｔｍ＋ｎ ｘ，ｙ）＝ （Ｔｎｘ，Ｔｍｙ）＝ ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
λ ｎｄＶ（λ；ｘ，Ｔｍｙ）．

从而，对于所有的多项式，进一步，对于所有的连续函数 ｆ（λ），有

∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｆ（λ）ｄＵ（λ；ｘ，ｙ）＝ ∫

Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｆ（λ）ｄＶ（λ；ｘ，Ｔｍｙ）．

由唯一性，有

Ｕ（λ；ｘ，ｙ）＝ Ｖ（λ；ｘ，Ｔｍｙ）．
　 　 又

Ｖ（λ；ｘ，Ｔｍｙ）＝（Ｆ（λ）ｘ，Ｔｍｙ）＝（ＴｍＦ（λ）ｘ，ｙ）＝ ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
μｍｄＶ（μ；Ｆ（λ）ｘ，ｙ），

所以

∫
λ

ｍ（Ｔ）
μｍｄ（Ｆ（μ）ｘ，ｙ）＝ ∫

Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
μｍｄ（Ｆ（μ）Ｆ（λ）ｘ，ｙ）．

左边的积分可以写为 ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
μｍｄＷ（μ；ｘ，ｙ），其中

Ｗ（μ；ｘ，ｙ）＝
（Ｆ（μ）ｘ，ｙ），　 ｍ（Ｔ）≤μ≤λ，
（Ｆ（λ）ｘ，ｙ），　 λ≤μ≤Ｍ（Ｔ）．{
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仍由唯一性，有

（Ｆ（μ）Ｆ（λ）ｘ，ｙ）＝ （Ｆ（ｖ）ｘ，ｙ），
此处 ｖ ＝ｍｉｎ｛λ，μ｝．故当 λ≤μ 时，有

Ｆ（λ）Ｆ（μ）＝ Ｆ（μ）Ｆ（λ）＝ Ｆ（λ）．
　 　 最后证明 Ｆ（λ）的右连续性 ．设 λ∈（ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）），ｘ∈Ｈ，记

Ｆ（λ＋０）ｘ ＝ ｌｉｍ
μ→λ＋０

Ｆ（μ）ｘ．

下证

Ｆ（λ＋０）ｘ ＝Ｆ（λ）ｘ，　 λ∈（ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ））．
对 μ＞λ，由于 Ｆ（λ）≤Ｆ（μ），故 Ｆ（μ）－Ｆ（λ）也是投影算子，于是

‖Ｆ（μ）ｘ－Ｆ（λ）ｘ‖ ２ ＝（Ｆ（μ）ｘ－Ｆ（λ）ｘ，ｘ）
＝ （Ｆ（μ）ｘ，ｘ）－（Ｆ（λ）ｘ，ｘ）
＝ Ｖ（μ；ｘ，ｘ）－Ｖ（λ；ｘ，ｘ）．

由于 Ｖ（λ；ｘ，ｙ）是规范的，所以当 μ→λ＋０ 时，有‖Ｆ（μ）ｘ－Ｆ（λ）ｘ‖ ２→０，即
Ｆ（λ＋０）ｘ ＝Ｆ（λ）ｘ，　 λ∈（ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ））．

　 　 类似上式的证明，当 ｍ（Ｔ）＜λ１ ＜λ２，且 λ ｉ→ｍ（Ｔ）＋０（ｉ ＝ １，２）时，有

‖Ｆ（λ２）ｘ－Ｆ（λ１）ｘ‖
２ ＝（Ｆ（λ２）ｘ，ｘ）－（Ｆ（λ１）ｘ，ｘ）→０．

故 ｌｉｍ
λ→ｍ（Ｔ）＋０

Ｆ（λ）ｘ 存在，记为 Ｆ（ｍ（Ｔ）＋０）ｘ．由于

（ｐ（Ｔ）ｘ，ｙ）＝ ∫
Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｐ（λ）ｄ （Ｆ（λ）ｘ，ｙ），

定义

Ｅλ ＝
０，　 　 　 　 λ＜ｍ（Ｔ），
Ｉ，　 　 　 　 λ≥Ｍ（Ｔ），
Ｆ（λ＋０），　 ｍ（Ｔ）≤λ≤Ｍ（Ｔ）．{

则当 ｍ（Ｔ）＜λ≤Ｍ（Ｔ）时，有 Ｅλ ＝ Ｆ（λ）．容易验证 Ｅλ的确是谱系，且当 λ＜ｍ（Ｔ）

时，Ｅλ ＝ ０；当 λ≥Ｍ（Ｔ）时，Ｅλ ＝ Ｉ．但 Ｅλ在 ｍ（Ｔ）点可能与 Ｆ（λ）不同 ．
　 　 任取 α＜ｍ（Ｔ）及 β≥Ｍ（Ｔ），容易计算

∫
β

Ｍ（Ｔ）
ｐ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）＝ ０．

而

∫
ｍ（Ｔ）

α
ｄ（Ｅλｘ，ｙ）＋ ∫

Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｐ（λ）ｄ［（Ｅλｘ，ｙ）－（Ｆ（λ）ｘ，ｙ）］＝ ０．

故

∫
β

α
ｐ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）＝ ∫

Ｍ（Ｔ）

ｍ（Ｔ）
ｐ（λ）ｄ（Ｆ（λ）ｘ，ｙ）＝ （ｐ（Ｔ）ｘ，ｙ）．

往证 ＴＥ μ ＝Ｅ μＴ．因为
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（Ｅ μＴｘ，ｙ）＝ （Ｔｘ，Ｅ μｙ）＝ ∫
β

α
λｄ（Ｅλｘ，Ｅ μｙ）

＝ ∫
β

α
λｄ（Ｅ μＥλｘ，ｙ）＝ ∫

β

α
λｄ（ＥλＥ μｘ，ｙ）

＝ （ＴＥ μｘ，ｙ），
故 Ｅ μＴ ＝ ＴＥ μ ．定理 ７ 证毕 ．
　 　 定理 ７ 中的 ｐ（Ｔ）是 ｐ（λ）在弱收敛意义下的谱积分 ．由于多项式是连续函
数，根据定理 ４，弱谱积分也是一致谱积分，故有下面的主要结论：
　 　 定理 ８（有界自伴算子的谱分解定理）　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间上的有界自伴
算子，则存在谱系 Ｅλ，使对任意的 α＜ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）≤β，及实系数多项式ｐ（λ），有

ｐ（Ｔ）＝ （一致）∫
β

α
ｐ（λ）ｄＥλ ．

特别地，有

Ｔ ＝（一致）∫
β

α
λｄＥλ ．

　 　 满足定理 ７ 中条件的谱系是由算子 Ｔ 唯一确定的，即如果 Ｇλ是谱系，满足
ＴＧλ ＝ＧλＴ，及

（Ｔｘ，ｘ）＝ ∫
β

α
λｄ（Ｇλｘ，ｘ），

则 Ｇλ ＝Ｅλ ．这一点我们可以从定理 ７ 的证明中提到的规范化有界变差函数的唯
一性得到 ．通常称｛Ｅλ｝为 Ｔ 的谱系或单位分解 ．

　 　 定理 ８ 中，ｐ（Ｔ）＝ ∫
β

α
ｐ（λ）ｄＥλ，ｐ 是一个实值多项式，下面我们要将这个公

式推广到任意的在［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］上定义的复值连续函数上去 ．对 ｆ∈Ｃ［ｍ（Ｔ），
Ｍ（Ｔ）］，扩充 ｆ 的定义：当 λ∈［α，ｍ（Ｔ）］时，ｆ（λ）＝ ｆ（ｍ（Ｔ））；当 Ｍ（Ｔ）≤λ≤β
时，ｆ（λ）＝ ｆ（Ｍ（Ｔ）），则 ｆ（λ）是［α，β］上的连续函数 ．由定理 ４，（一致）

∫
β

α
ｆ（λ）ｄＥλ 存在，于是可以令

ｆ（Ｔ）＝ ∫
β

α
ｆ（λ）ｄＥλ ． （２）

从而将函数演算推广到连续函数情形 ．
　 　 从定理 ３ 可以看出，即使对于［α，β］上的有界可测 Ｂｏｒｅｌ 函数，仍可以利用

（ｆ（Ｔ）ｘ，ｙ）＝ ∫
β

α
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，ｙ）

定义 ｆ（Ｔ），但此时

ｆ（Ｔ）＝ ∫
β

α
ｆ（λ）ｄＥλ

不一定在算子范数意义下成立 ．
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　 　 自伴算子的函数演算有以下性质：
　 　 定理 ９　 设 ｆ，ｇ 是［ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ）］上的连续函数，如上所述扩充到［α，β］上，
ｆ（Ｔ），ｇ（Ｔ）如（２）式定义，则
　 　 （ｉ）（ｆ＋ｇ）（Ｔ）＝ ｆ（Ｔ）＋ｇ（Ｔ）；
　 　 （ｉｉ）（αｆ）（Ｔ）＝ αｆ（Ｔ），α∈Ｃ；
　 　 （ｉｉｉ）（ｆｇ）（Ｔ）＝ ｆ（Ｔ）ｇ（Ｔ）；

　 　 （ｉｖ）‖ｆ（Ｔ）ｘ‖ ２ ＝ ∫
β

α
ｆ（λ） ２ ｄ‖Ｅλｘ‖

２
；

　 　 （ｖ）若 ｆｎ，ｆ∈Ｃ［α，β］，且‖ｆｎ－ｆ‖→０ （ｎ→∞），则

‖ｆｎ（Ｔ）－ｆ（Ｔ）‖→０ （ｎ→∞）；

　 　 （ｖｉ）Ｓ∈Ｂ（Ｈ）与 Ｔ 可交换当且仅当对任意 λ，ＳＥλ ＝ Ｅλ Ｓ，当且仅当对任意
ｆ∈Ｃ［α，β］，Ｓｆ（Ｔ）＝ ｆ（Ｔ）Ｓ．
　 　 证明 　 （ｉ）与（ｉｉ）是显然的，（ｉｉｉ）可以从定理 ５ 的（ｉｖ）得到 ．

　 　 （ｉｖ）的证明：从 ‖ｆ（Ｔ）ｘ‖ ２ ＝ （ｆ（Ｔ） ｆ（Ｔ）ｘ，ｘ）＝ ∫
β

α
ｆ（λ） ２ ｄＥλ ｘ，ｘ( ) ＝

∫
β

α
ｆ（λ） ２ ｄ（Ｅλ ｘ，ｘ）＝ ∫

β

α
ｆ（λ） ２ ｄ‖Ｅλ ｘ‖

２
立即得到 ．

　 　 （ｖ）可以从定理 ５ 的推论得到 ．
　 　 （ｖｉ）的证明：如果 Ｓ 与 Ｔ 可交换，则对任意多项式 ｐ，有 ｐ（Ｔ）Ｓ ＝ Ｓｐ（Ｔ）．又
因为多项式全体在 Ｃ［α，β］中稠密，结合（ｖ），知对任一 ｆ∈Ｃ［α，β］，有 ｆ（Ｔ）Ｓ ＝

Ｓｆ（Ｔ）．任取 ｘ，ｙ∈Ｈ，由 Ｓｆ（Ｔ）＝ ｆ（Ｔ）Ｓ，得

∫
β

α
ｆ（λ）ｄ（ＥλＳｘ，ｙ）＝ （ｆ（Ｔ）Ｓｘ，ｙ）　 　 　 　 　 　

＝（Ｓｆ（Ｔ）ｘ，ｙ）
＝ （ｆ（Ｔ）ｘ，Ｓ ｙ）

＝ ∫
β

α
ｆ（λ）ｄ（Ｅλｘ，Ｓ

 ｙ）．

　 　 由于（Ｅλ Ｓｘ，ｙ），（Ｅλ ｘ，Ｓ
 ｙ）都是规范化的有界变差函数，而 ｆ 又是任意的，

故由唯一性，有（ＥλＳｘ，ｙ）＝ （Ｅλｘ，Ｓ
 ｙ），从而 ＥλＳ ＝ ＳＥλ ．

　 　 反之，如果对任意 λ，ＥλＳ ＝ ＳＥλ，由 Ｔ 作为积分和的极限知 ＴＳ ＝ ＳＴ．证毕 ．

　 　 自伴算子的谱系 Ｅλ实际上反映了 Ｔ 的谱的性质 ．下面两个定理说明了这
一点 ．

　 　 定理 １０　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的自伴算子，如果 λ０∈Ｒ，则 λ０∈ρ（Ｔ）当

且仅当存在 ε＞０，使 Ｅλ在［λ０ －ε，λ０ ＋ε］上取常值 ．

　 　 证明 　 为证充分性，令 ｆ（λ）＝ λ０ －λ，
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ｇ（λ）＝
１
λ０ －λ

，　 　 　 λ［λ０ －ε，λ０ ＋ε］，

线性函数，　 λ∈［λ０ －ε，λ０ ＋ε］，
{

则当 λ［λ０ －ε，λ０ ＋ε］时，ｆ（λ）ｇ（λ）＝ １．由于 Ｅλ在［λ０ －ε，λ０ ＋ε］取常值，故

ｆ（Ｔ）ｇ（Ｔ）＝ ∫
β

α
ｆ（λ）ｇ（λ）ｄＥλ ＝ ∫

β

α
ｄＥλ ＝ Ｉ．

所以 ｇ（Ｔ）是 λ０ Ｉ－Ｔ ＝ ｆ（Ｔ）的逆，故 λ０∈ρ（Ｔ）．
　 　 下证必要性 ．设 λ０∈Ｒ，且 λ０∈ρ（Ｔ）．由于 λ０≠ｍ（Ｔ），λ０≠Ｍ（Ｔ），而当 λ＜
ｍ（Ｔ）时，Ｅλ ＝ ０；当 λ＞Ｍ（Ｔ）时，Ｅλ ＝ Ｉ，故只需对 λ０∈（ｍ（Ｔ），Ｍ（Ｔ））证之 ．
　 　 反设对任意 ε＞ ０，存在 λ１，λ２∈［λ０ －ε，λ０ ＋ε］，λ１ ＜λ２，使 Ｅλ１≠Ｅλ２ ．由于
Ｅλ１ ＜Ｅλ２，故 Ｅλ１ＨＥλ２Ｈ．取 ｙ∈Ｅλ２ＨＥλ１Ｈ，则 Ｅλ２ｙ ＝ ｙ，Ｅλ１ｙ ＝ ０．
　 　 当 λ≤λ１时，Ｅλｙ ＝ＥλＥλ１ｙ ＝ ０；
　 　 当 λ≥λ２时，Ｅλｙ ＝ＥλＥλ２ｙ ＝Ｅλ２ｙ ＝ ｙ．
所以

‖（λ０ Ｉ－Ｔ）ｙ‖
２ ＝ ∫

λ ２

λ １

（λ０ －λ）
２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２≤ε２‖ｙ‖ ２ ．

由 ε 的任意性知， ｉｎｆ
‖ｘ‖ ＝ １

‖（λ０ Ｉ－Ｔ）ｘ‖ ＝ ０，所以 λ０∈σ（Ｔ）．这与假设矛盾 ．证毕 ．

　 　 定理 １１　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的有界自伴算子，则
　 　 （ｉ）μ∈Ｒ 是 Ｔ 的点谱的充要条件是 Ｅ μ≠Ｅ μ－０，相应于 μ 的特征子空间是投
影算子 Ｅ μ－Ｅ μ－０的值域；
　 　 （ｉｉ）μ∈Ｒ 属于 Ｔ 的连续谱的充要条件是 Ｅ μ ＝Ｅ μ－０且 Ｅλ在 μ 的任何邻域都
不取常值 ．
　 　 证明 　 Ｅ μ－０的存在性由定理 １ 立得 ．由于当 λ≤μ 时，ＥλＥ μ ＝ Ｅλ，所以当 μ＞λ
时，有 ＥλＥ μ－０ ＝Ｅλ ．故 Ｅ μ－０及 Ｅ μ－Ｅ μ－０也是投影算子 ．
　 　 若 Ｅ μ≠Ｅ μ－０，则存在 ｙ ＝（Ｅ μ－Ｅ μ－０）ｘ，使 ｙ≠０．因为当 λ＜μ 时，

Ｅλｙ ＝（ＥλＥ μ－ＥλＥ μ－０）ｘ ＝ ０；
当 λ≥μ 时，

Ｅλｙ ＝（ＥλＥ μ－ＥλＥ μ－０）ｘ ＝（Ｅ μ－Ｅ μ－０）ｘ ＝ ｙ．
所以

‖（μＩ－Ｔ）ｙ‖ ２ ＝ ∫
β

α
（μ－λ）２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２ ＝ ∫
μ

α
（μ－λ）２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２ ＝ ０．

故 μ 是 Ｔ 的特征值 ．
　 　 反之，设 μ 是 Ｔ 的特征值，ｙ≠０ 满足 Ｔｙ ＝ μｙ，则

０ ＝ ∫
β

α
（μ－λ）２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２ ．

　 　 不妨设 Ｍ（Ｔ）＜β，则 α＜ｍ（Ｔ）≤μ＜β．取 ε＞０，使 α＜μ－ε 及 ０＜μ＜μ＋ε＜β．由于
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（μ－λ）２≥０，故有

∫
μ － ε

α
（μ－λ）２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２≤ ∫
β

α
（μ－λ）２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２ ＝ ０．

但左端积分≥ε２（‖Ｅ μ－ε ｙ‖
２ －‖Ｅα ｙ‖

２
）＝ ε２‖Ｅ μ－ε ｙ‖

２
，从而 Ｅ μ－ε ｙ ＝ ０，所以

Ｅ μ－０ｙ ＝ ０．同样考虑积分 ∫
β

μ ＋ ε
（μ－λ）２ ｄ‖Ｅλｙ‖

２ ＝ ０，可得 Ｅ μｙ ＝ ｙ．故 Ｅ μ≠Ｅ μ－０ ．又 ｙ

＝（Ｅ μ－Ｅ μ－０）ｙ，故 Ｔ 的相应于 μ 的特征子空间是 Ｅ μ －Ｅ μ－０的值域 ．结合这个结论
与定理 １０ 可得到（ｉｉ）．证毕 ．

４．３　 正算子

　 　 在本章 § ２，我们介绍了正算子的概念，并且知道一个算子 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正算
子的充要条件为 Ｔ 是自伴算子且 σ（Ｔ）Ｒ ＋ ＝｛ｘ∈Ｒ ｜ ｘ≥０｝．本小节要利用前面
的谱分解定理，进一步讨论正算子的一些性质，特别是给出正算子的平方根的存

在性和自伴算子的正负分解 ．同时，正如复数 ｚ 可以写成 ｚ ＝ ｚ ｅｉａｒｇｚ一样，我们还
要讨论一般算子的类似分解，这时，正算子扮演了复数模 ｚ 的类似物的角色 ．
　 　 对正算子 Ｔ 而言，Ｍ（Ｔ）≥ｍ（Ｔ）≥０，由本章 § ２ 定理 ７，Ｍ（Ｔ）＝ ‖Ｔ‖ ．由谱
分解定理，存在谱系｛Ｅλ｝满足：当 λ＜０ 时，Ｅλ ＝ ０，Ｅ‖Ｔ‖ ＝ Ｉ，且对任意 ε＞０，有

Ｔ ＝ ∫
‖Ｔ‖

－ ε
λｄＥλ ．

由于 ｌｉｍ
ε→０＋０ ∫

０

－ ε
λｄＥλ ＝ ０，故 Ｔ ＝ ∫

‖Ｔ‖

０
λｄＥλ ．

　 　 定理 １２　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的正算子，则存在唯一的正算子 Ｓ，使 Ｔ
＝ Ｓ２ ．

　 　 证明 　 由谱分解定理，Ｔ ＝ ∫
‖Ｔ‖

０
λｄＥλ ．取 ｆ（λ）＝槡λ，则 ｆ 是［０，‖Ｔ‖］上的

非负连续函数 ．由函数演算，令

Ｓ ＝ ∫
‖Ｔ‖

０
槡λ ｄＥλ，

则可知 Ｓ 也是正算子，且 Ｓ２ ＝ ∫
‖Ｔ‖

０
λｄＥλ ＝ Ｔ．

　 　 下证唯一性 ．设有另一个正算子 Ｓ１，使 Ｔ ＝ Ｓ
２
１，往证 Ｓ ＝ Ｓ１ ．由前面的存在性证

明知，有正算子 Ｖ，Ｖ１，使 Ｖ
２ ＝ Ｓ，Ｖ２１ ＝ Ｓ１ ．任取 ｘ∈Ｈ，令 ｙ ＝（Ｓ－Ｓ１）ｘ，则

‖Ｖｙ‖ ２ ＋‖Ｖ１ｙ‖
２ ＝（Ｖ２ｙ，ｙ）＋（Ｖ２１ｙ，ｙ）＝ （Ｓｙ，ｙ）＋（Ｓ１ｙ，ｙ）
＝ （（Ｓ＋Ｓ１）ｙ，ｙ）＝ （（Ｓ＋Ｓ１）（Ｓ－Ｓ１）ｘ，ｙ）
＝ （（Ｓ２ －Ｓ２１）ｘ，ｙ）＝ （（Ｔ－Ｔ）ｘ，ｙ）＝ ０，

故 Ｖｙ ＝ Ｖ１ｙ ＝ ０，从而

‖ｙ‖ ２ ＝（ｙ，ｙ）＝ （（Ｓ－Ｓ１）ｘ，ｙ）
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＝ （Ｖ２ｘ，ｙ）－（Ｖ２１ｘ，ｙ）
＝（Ｖｘ，Ｖｙ）－（Ｖ１ｘ，Ｖ１ｙ）＝ ０．

即对一切 ｘ∈Ｈ，Ｓｘ ＝ Ｓ１ｘ，所以 Ｓ ＝ Ｓ１ ．证毕 ．

　 　 通常称定理 １２ 中的 Ｓ 为 Ｔ 的平方根，记为 Ｔ
１
２ ．

　 　 推论 １　 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正算子的充要条件是存在 Ｓ∈Ｂ（Ｈ），使 Ｔ ＝ Ｓ Ｓ．

　 　 证明 　 如果 Ｔ 是正算子，令 Ｓ ＝ Ｔ
１
２，则有 Ｔ ＝ Ｓ２ ＝ Ｓ Ｓ．

　 　 反之，若 Ｔ ＝ Ｓ Ｓ，则对任意 ｘ∈Ｈ，有
（Ｔｘ，ｘ）＝ （Ｓ Ｓｘ，ｘ）＝ （Ｓｘ，Ｓｘ）＝ ‖Ｓｘ‖ ２≥０，

从而 Ｔ 是正算子 ．证毕 ．
　 　 推论 ２　 设 Ｔ 为正算子，ｘ０∈Ｈ，若（Ｔｘ０，ｘ０）＝ ０，则 Ｔｘ０ ＝ ０．

　 　 证明 　 从 ０ ＝（Ｔｘ０，ｘ０）＝ （Ｔ
１
２ Ｔ

１
２ ｘ０，ｘ０）＝ ‖Ｔ

１
２ ｘ０‖

２
，得 Ｔ

１
２ ｘ０ ＝ ０，所以 Ｔｘ０ ＝

Ｔ
１
２（Ｔ

１
２ ｘ０）＝ ０．证毕 ．

　 　 推论 ３ 　 设自伴算子 Ｔ１，Ｔ２满足 Ｔ１≥ Ｔ２，正算子 Ｔ 与 Ｔ１，Ｔ２ 可交换，
则ＴＴ１≥ＴＴ２ ．

　 　 证明 　 由于 Ｔ１，Ｔ２与 Ｔ 可交换，由定理 ９ 的（ｖｉ），Ｔ１，Ｔ２与 Ｔ
１
２也可交换，故对

任意 ｘ∈Ｈ，（ＴＴ１ ｘ，ｘ）＝ （Ｔ
１
２ Ｔ１ ｘ，Ｔ

１
２ ｘ）＝ （Ｔ１ Ｔ

１
２ ｘ，Ｔ

１
２ ｘ）≥（Ｔ２ Ｔ

１
２ ｘ，Ｔ

１
２ ｘ）＝

（ＴＴ２ｘ，ｘ）．故 ＴＴ１≥ＴＴ２ ．证毕 ．
　 　 类似实值函数的正负部分解，对自伴算子也可作正负部分解，这就是下面的
　 　 定理 １３　 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是自伴算子，则存在唯一的正算子 Ｔ＋，Ｔ－，使 Ｔ ＝ Ｔ＋ －

Ｔ－，Ｔ＋Ｔ－ ＝ ０．
　 　 证明 　 设

ｆ（ｘ）＝
ｘ，　 ｘ≥０，
０，　 ｘ＜０，{ 　 ｇ（ｘ）＝

０， ｘ≥０，
－ｘ， ｘ＜０．{

则 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）都是非负连续函数，且 ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ ｘ，ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝ ０，由函数演算，
有 ｆ（Ｔ）－ｇ（Ｔ）＝ Ｔ，ｆ（Ｔ）ｇ（Ｔ）＝ ０，ｆ（Ｔ）≥０，ｇ（Ｔ）≥０，令 Ｔ＋ ＝ ｆ（Ｔ），Ｔ－ ＝ ｇ（Ｔ）即
得存在性 ．
　 　 由 Ｔ ＝ Ｔ＋ －Ｔ－及 Ｔ＋Ｔ－ ＝ ０，有 Ｔ

２ ＝ Ｔ ２＋ ＋Ｔ
２
－ ．然而，（Ｔ＋ ＋Ｔ－）

２ ＝ Ｔ ２＋ ＋Ｔ
２
－，所以（Ｔ＋ ＋

Ｔ－）
２ ＝ Ｔ ２ ．由正算子平方根的唯一性，有 Ｔ＋ ＋Ｔ－ ＝（Ｔ

２
）
１
２ ．将右边这个算子记为

Ｔ ，得到 Ｔ＋ ＝
Ｔ ＋Ｔ
２
，Ｔ－ ＝

Ｔ －Ｔ
２
．由此可知满足条件 Ｔ ＝ Ｔ＋ －Ｔ－，Ｔ＋ Ｔ－ ＝ ０ 的正算

子 Ｔ＋，Ｔ－是唯一的 ．证毕 ．

　 　 为了得到一般算子的分解式，我们还需找到 ｅｉａｒｇｚ的类似物，这个类似物就是
下面的
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　 　 定义 ５　 设算子 Ｖ∈Ｂ（Ｈ），如果对任意 ｘ∈Ｎ（Ｖ）⊥，有‖Ｖｘ‖ ＝‖ｘ‖，则称
Ｖ 为部分等距算子 ．称 Ｎ（Ｖ）⊥为 Ｖ 的始空间，Ｒ（Ｖ）为 Ｖ 的终空间 ．
　 　 显然，如果 Ｎ（Ｖ）＝ ｛０｝，则部分等距算子 Ｖ 就是我们在本章 § ２ 定义 ２ 中提
到的等距算子 ．
　 　 定理 １４　 设 Ｖ∈Ｂ（Ｈ），则下列等价：
　 　 （ｉ）Ｖ 是部分等距算子；
　 　 （ｉｉ）Ｖ是部分等距算子；
　 　 （ｉｉｉ）ＶＶ是投影算子；
　 　 （ｉｖ）ＶＶ 是投影算子 ．
　 　 进一步，如果 Ｖ 是部分等距算子，则 ＶＶ是到 Ｖ 的终空间的投影算子，ＶＶ
是到 Ｖ 的始空间的投影算子 ．
　 　 证明 　 设 Ｖ 是部分等距算子，任取 ｘ∈Ｈ，作直交分解

ｘ ＝ ｘ１ ＋ｘ２，　 ｘ１∈Ｎ（Ｖ）
⊥，　 ｘ２∈Ｎ（Ｖ），

则‖Ｖｘ‖ ２ ＝‖ Ｖｘ１‖
２ ＝ ‖ ｘ１‖

２ ＝ ‖ ｘ‖ ２ －‖ ｘ２‖
２≤‖ ｘ‖ ２

，所以‖ Ｖｘ‖≤
‖ｘ‖ ．又

（（Ｉ－ＶＶ）ｘ，ｘ）＝ （ｘ，ｘ）－（ＶＶｘ，ｘ）＝ ‖ｘ‖ ２ －‖Ｖｘ‖ ２≥０，
所以 Ｉ－ＶＶ 是正算子．设 ｘ∈Ｎ（Ｖ）⊥，则‖Ｖｘ‖ ＝‖ｘ‖，这推出（（Ｉ－Ｖ Ｖ）ｘ，ｘ）＝

０，由定理 １２ 的推论 ２，（Ｉ－ＶＶ）ｘ ＝ ０，即 Ｖ Ｖｘ ＝ ｘ，所以 Ｖ Ｖ 是到 Ｖ 的始空间的
投影算子 ．
　 　 反之，设 ＶＶ 是投影算子，ｘ∈Ｎ（ＶＶ）⊥，则 ＶＶｘ ＝ ｘ，因此

‖Ｖｘ‖ ２ ＝（ＶＶｘ，ｘ）＝ （ｘ，ｘ）＝ ‖ｘ‖ ２
，

即 Ｖ 在 Ｎ（ＶＶ）⊥上是等距的 ．又从‖Ｖｘ‖ ２ ＝（Ｖ Ｖｘ，ｘ），可知 Ｎ（Ｖ Ｖ）＝ Ｎ（Ｖ），
故 Ｖ 是部分等距算子 ．这就证明了（ｉ）与（ｉｖ）是等价的 ．
　 　 用 Ｖ代替 Ｖ，可知（ｉｉ）与（ｉｉｉ）也是等价的 ．
　 　 最后，如果 ＶＶ 是投影算子，则 Ｖ（ＶＶ）＝ Ｖ，从而

（ＶＶ）２ ＝ Ｖ（ＶＶ）Ｖ ＝ ＶＶ，
故 ＶＶ也是投影算子 ．证毕 ．
　 　 定理 １５（有界线性算子的极分解）　 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），则存在部分等距算子 Ｖ，

它的始空间是 Ｎ（Ｔ）⊥，终空间是Ｒ（Ｔ），使得 Ｔ ＝ Ｖ Ｔ ，其中 Ｔ ＝（ＴＴ）
１
２ ．进一

步，如果有 Ｔ ＝ＵＰ，其中 Ｐ≥０，Ｕ 是部分等距算子，使 Ｎ（Ｕ）＝ Ｎ（Ｐ），则 Ｐ ＝ Ｔ ，
Ｕ ＝ Ｖ．
　 　 证明 　 设 ｘ∈Ｈ，则‖Ｔｘ‖ ２ ＝（Ｔｘ，Ｔｘ）＝ （ＴＴｘ，ｘ）＝ （ Ｔ ｘ，Ｔ ｘ），因此

‖Ｔｘ‖ ２ ＝‖ Ｔ ｘ‖ ２ ．
所以 Ｎ（ Ｔ ）＝ Ｎ（Ｔ）．由本章 § １ 定理 ５，有
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Ｒ（ Ｔ ）＝ Ｎ（ Ｔ ）⊥ ＝Ｎ（Ｔ）⊥ ．
定义 Ｖ：Ｒ（ Ｔ ）→Ｒ（Ｔ）如下：

Ｖ（ Ｔ ｘ）＝ Ｔｘ，

则 Ｖ 是等距的，因此可以扩充为 Ｎ（Ｔ）⊥到Ｒ（Ｔ）上的等距算子 ．当 ｘ∈Ｎ（Ｔ）时，
定义 Ｖｘ ＝ ０，则 Ｖ 是一个部分等距算子，而且 Ｖ Ｔ ＝ Ｔ．
　 　 至于唯一性，注意到 ＴＴ ＝ＰＵＵＰ．由定理 １４，ＵＵ 是到 Ｖ 的始空间上的投

影算子 ．又 Ｎ（Ｕ）⊥ ＝Ｎ（Ｐ）⊥ ＝Ｒ（Ｔ），所以 ＴＴ ＝Ｐ（ＵＵ）Ｐ ＝ Ｐ２ ．由正算子平方根
的唯一性，有 Ｐ ＝ Ｔ ．从 Ｔ ＝ Ｕ Ｔ ，Ｕ Ｔ ｘ ＝ Ｔｘ ＝ Ｖ Ｔ ｘ，即 Ｕ 与 Ｖ 在它们共同的
始空间的稠密子集 Ｒ（ Ｔ ）上相等知，Ｕ ＝ Ｖ．证毕 ．

§ ５　 酉算子的谱分解定理

　 　 酉算子是除自伴算子外另一类结构较为清楚的算子，由于它也是正规算子，
故可以利用后面关于正规算子的谱分解理论得到它的谱分解，但本节给出一个

较为简洁的证明 ．

　 　 假设 Ｕ∈Ｂ（Ｈ）是酉算子，对三角多项式 ｐ（ｅｉｔ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ － ｎ
ｃｋｅ

ｉｋｔ
，ｃｋ∈Ｃ，定义

ｐ（Ｕ）＝ 
ｎ

ｋ ＝ － ｎ
ｃｋＵ

ｋ
，

其中如果 ｋ＜０，则 Ｕｋ ＝（Ｕ －１）－ｋ ．显然

ｐ（Ｕ） ＝
ｎ

ｋ ＝ － ｎ
ｃ－ｋＵ

－ｋ
，

且 ｐ（Ｕ）是正规算子 ．
　 　 定理 １　 设 Ｕ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的酉算子，则存在谱系｛Ｅｔ｝ｔ∈Ｒ使得：
　 　 （ｉ）当 ｔ≤０ 时，Ｅｔ ＝ ０；当 ｔ≥２π 时，Ｅｔ ＝ Ｉ．
　 　 （ｉｉ）ＥｔＵ ＝ＵＥｔ ．

　 　 （ｉｉｉ）对任何 ｘ，ｙ∈Ｈ，以及三角多项式 ｐ（ｅｉｔ），有

（ｐ（Ｕ）ｘ，ｙ）＝ ∫
２π

０
ｐ（ｅｉｔ）ｄ（Ｅｔｘ，ｙ）．

　 　 证明类似于自伴算子谱分解定理的证明，我们只叙述大概，而不给出详细
证明 ．
　 　 首先令 Ｐ［０，２π］＝｛ｆ∈Ｃ［０，２π］ ｆ（０）＝ ｆ（２π）｝，对每个 ｘ，ｙ∈Ｈ 及三角多
项式 ｐ，令

Φ（ｐ；ｘ，ｙ）＝ （ｐ（Ｕ）ｘ，ｙ），
则
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Φ（ｐ；ｘ，ｙ）≤‖ｐ（Ｕ）‖‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
　 　 由本章 § ２ 定理 ５ 的推论，‖ ｐ（Ｕ）‖ ＝ ｓｕｐ

ｅｉｔ∈σ（Ｕ）
ｐ（ｅｉｔ） ．又由于 σ（Ｕ）

｛ｚ ｚ∈Ｃ， ｚ ＝ １｝，所以‖ｐ（Ｕ）‖≤‖ｐ‖ ．故

Φ（ｐ；ｘ，ｙ）≤‖ｐ‖‖ｘ‖‖ｙ‖ ．
　 　 这样对固定的 ｘ，ｙ，Φ 是 ｐ 的有界线性泛函，它可以延拓为 Ｐ［０，２π］上的有
界线性泛函 ．故存在［０，２π］上的规范化的有界变差函数 ｇ（ｔ；ｘ，ｙ）使

Φ（ｐ；ｘ，ｙ）＝ ∫
２π

０
ｐ（ｅｉｔ）ｄｇ（ｔ；ｘ，ｙ）．

规范化保证 ｇ（０；ｘ，ｙ）＝ ０，ｇ（２π；ｘ，ｙ）＝ （ｘ，ｙ）．
　 　 可以证明 ｇ（ｔ；ｘ，ｙ）关于 ｘ，ｙ 是有界的共轭双线性形式，因此存在自伴算子
Ｅｔ使

ｇ（ｔ；ｘ，ｙ）＝ （Ｅｔｘ，ｙ），
且 Ｅ０ ＝ ０ 及 Ｅ２π ＝ Ｉ．将 Ｅｔ补充定义到（－∞，＋∞）上，对 ｔ＜０，令 Ｅｔ ＝ ０；对 ｔ＞２π，令
Ｅｔ ＝ Ｉ．可以证明｛Ｅｔ｝ｔ∈Ｒ是谱系，且满足

（ｐ（Ｕ）ｘ，ｙ）＝ ∫
２π

０
ｐ（ｅｉｔ）ｄ（Ｅｔｘ，ｙ）．

这就完成了定理的证明 ．
　 　 同样，这个弱收敛意义下的谱分解公式在算子范数意义下也成立 ．

　 　 定理 ２　 Ｐ（Ｕ）＝ ∫
２π

０
ｐ（ｅｉｔ）ｄＥｔ在算子范数收敛意义下成立 ．

　 　 证明 　 只对 ｐ（ｅｉｔ）＝ ｅｉｎｔ证明此式 ．一般情形可由线性性质立即得到 ．在［０，
２π］中插入分点

０ ＝ ｔ０ ＜ｔ１ ＜ｔ２ ＜…＜ｔｍ ＝ ２π．
任取 ｓｋ∈［ｔｋ－１，ｔｋ］，记 η ＝ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｍ
｛ｔｋ－ｔｋ－１｝，作和式

Ｓ ＝
ｍ

ｋ ＝ １
ｅｉｎｓｋ（Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１）．

　 　 由于 Ｅｔｋ－１≤Ｅｔｋ，所以 Ｐｋ ＝Ｅｋ－Ｅｋ－１是投影，而且 ＰｊＰｋ ＝ ０（ｊ≠ｋ）．故

Ｓ Ｓ ＝ ＳＳ ＝
ｍ

ｋ ＝ １
ｅｉｎｓｋ ２Ｐｋ ＝ Ｉ，

即 Ｓ 也是酉算子 ．
　 　 记 Ａ ＝Ｕｎ－Ｓ，则

‖Ａｘ‖ ２ ＝（（Ｕｎ－Ｓ）ｘ，（Ｕｎ－Ｓ）ｘ）　 　 　 　 　 　 　 　
＝（Ｕｎｘ，Ｕｎｘ）－（Ｕｎｘ，Ｓｘ）－（Ｓｘ，Ｕｎｘ）＋（Ｓｘ，Ｓｘ）
＝ ２（ｘ，ｘ）－（Ｕｎｘ，Ｓｘ）－（Ｓｘ，Ｕｎｘ）．

由于
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（Ｅλｘ，Ｕ
ｎｘ）＝ （Ｕ －ｎＥλｘ，ｘ）＝ ∫

２π

０
ｅ－ｉｎｔｄ（ＥｔＥλｘ，ｘ）＝ ∫

λ

０
ｅ－ｉｎｔｄ（Ｅｔｘ，ｘ），

所以

（Ｓｘ，Ｕｎｘ）＝ 
ｍ

ｋ ＝ １
ｅｉｎｓｋ（Ｅｔｋ ｘ－Ｅｔｋ－１ｘ，Ｕ

ｎｘ）

＝ 
ｍ

ｋ ＝ １
ｅｉｎｓｋ∫

ｔ ｋ

ｔｋ － １

ｄ（Ｅλｘ，Ｕ
ｎｘ）

＝ 
ｍ

ｋ ＝ １
∫
ｔ ｋ

ｔｋ － １

ｅ ｉｎ（ｓｋ－ ｔ）ｄ（Ｅｔｘ，ｘ）．

于是

（Ｕｎｘ，Ｓｘ）＋（Ｓｘ，Ｕｎｘ）＝ ２
ｍ

ｋ ＝ １
∫
ｔ ｋ

ｔｋ － １

ｃｏｓ（ｎ（ｓｋ－ｔ））ｄ（Ｅｔｘ，ｘ），

从而

‖Ａｘ‖ ２ ＝ ２
ｍ

ｋ ＝ １
∫
ｔ ｋ

ｔｋ － １

［１－ｃｏｓ（ｎ（ｓｋ－ｔ））］ｄ（Ｅｔｘ，ｘ）．

　 　 对任意 ε＞０，存在 δ＞０，当 η＜δ 时，对任意 ｔｋ－１≤ｔ≤ｔｋ，

１－ｃｏｓ（ｎ（ｓｋ－ｔ））＜
ε
２
．

所以‖Ａｘ‖ ２≤ε
ｍ

ｋ ＝ １
∫
ｔ ｋ

ｔｋ － １

ｄ（Ｅｔｘ，ｘ）＝ ε‖ｘ‖
２
，即‖Ａ‖≤槡ε ．进而

ｌｉｍ
η→０

ｍ

ｋ ＝ １
ｅｉｎｓｋ［Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１］＝Ｕ

ｎ
，

即 Ｕｎ ＝ ∫
２π

０
ｅｉｎｔｄＥｔ在算子范数收敛意义下成立 ．证毕 ．

　 　 完全类似于自伴算子情形，可以证明 Ｅｔ是由 Ｕ 唯一确定的，通常也称 Ｅｔ为
Ｕ 的谱系或单位分解 ．
　 　 Ｕ 的谱性质可以由 Ｅｔ来反映，此处不再详述 ．

§ ６　 正规算子的谱分解定理

　 　 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的算子 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）称为正规算子，即满足 Ｔ Ｔ ＝ ＴＴ，我们
前面研究的自伴算子与酉算子都是正规算子的特例 ．本节研究正规算子的谱
分解 ．
　 　 自伴算子的谱为 Ｒ 的子集，酉算子的谱在单位圆周上 ．用拓扑的观点来看，
它们的谱都是“一维”的，所以可以表示为谱系的积分 ．但对一般的正规算子，我
们只知道它的谱是平面的有界闭子集，是二维子集，因此不能表示为谱系的积
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分 ．合适的做法是将它表示为平面上的谱测度的积分 ．

　 　 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），则 Ｔ１ ＝
Ｔ ＋Ｔ
２
，Ｔ２ ＝

Ｔ －Ｔ
２ｉ
都是自伴算子，且 Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ｉＴ２ ．称 Ｔ１，Ｔ２

为 Ｔ 的实部和虚部，分别记为 Ｒｅ Ｔ ＝ Ｔ１，Ｉｍ Ｔ ＝ Ｔ２ ．任取 ｘ∈Ｈ，‖ ｘ‖ ＝ １，由于

（Ｔｘ，ｘ） ２ ＝ （Ｔ１ｘ，ｘ）
２ ＋ （Ｔ２ｘ，ｘ）

２
，所以 （Ｔｉｘ，ｘ）≤‖Ｔ‖（ｉ ＝ １，２），故有

‖Ｔ１‖≤‖Ｔ‖及‖Ｔ２‖≤‖Ｔ‖ ．
　 　 定理 １ 　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ），则 Ｔ 为正规算子的充要条件是
Ｒｅ Ｔ与 Ｉｍ Ｔ 可交换 ．

　 　 证明 　 记 Ｔ１ ＝ Ｒｅ Ｔ，Ｔ２ ＝ Ｉｍ Ｔ，Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ｉＴ２ ．则 Ｔ
 ＝ Ｔ１ －ｉＴ２，所以

ＴＴ ＝ Ｔ ２１ ＋ｉ（Ｔ１Ｔ２ －Ｔ２Ｔ１）＋Ｔ
２
２，

ＴＴ ＝ Ｔ ２１ ＋ｉ（Ｔ２Ｔ１ －Ｔ１Ｔ２）＋Ｔ
２
２ ．

故 ＴＴ ＝ ＴＴ的充要条件是 Ｔ１Ｔ２ －Ｔ２Ｔ１ ＝ Ｔ２Ｔ１ －Ｔ１Ｔ２，即 Ｔ１Ｔ２ ＝ Ｔ２Ｔ１ ．证毕 ．
　 　 下面讨论正规算子的谱分解 ．

　 　 设 Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ｉＴ２令 ｂ ＝‖Ｔ‖，ａ ＝ －‖Ｔ‖－１ 则 σ（Ｔｉ）（ａ，ｂ］，ｉ ＝ １，２．由于 Ｔ１，

Ｔ２为自伴算子，由自伴算子的谱分解定理，有

Ｔ１ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｔｄＥｔ ＝ ｌｉｍ

ｎ

ｋ ＝ １
ξｋ（Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１），

Ｔ２ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｓｄＦｓ ＝ ｌｉｍ

ｍ

ｌ ＝ １
η ｌ（Ｆｓ ｌ－Ｆｓｌ－１）．

注意到 Ｅｔ与 Ｆｓ可交换，且
ｎ

ｋ ＝ １
（Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１）＝ Ｉ，

ｍ

ｌ ＝ １
（Ｆｓ ｌ－Ｆｓ ｌ－１）＝ Ｉ，所以

　 　 Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ｉＴ２
＝ ｌｉｍ

ｋ，ｌ
［ξｋ（Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１）（Ｆｓｌ－Ｆｓｌ－１）＋ｉη ｌ（Ｆｓｌ－Ｆｓ ｌ－１）（Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１）］

＝ ｌｉｍ
ｋ，ｌ
（ξｋ＋ｉη ｌ）（Ｅｔｋ－Ｅｔｋ－１）（Ｆｓｌ－Ｆｓｌ－１）．

　 　 对（ａ，ｂ］×（ａ，ｂ］内任一子矩形 Δ ＝（α，β］×（γ，δ］，令

Ｇ（Δ）＝ （Ｅ β－Εα）（Ｆ δ－Ｆ γ），

则 Ｔ ＝ ｌｉｍλ ｊＧ（Δ ｊ），其中 λ ｊ∈Δ ｊ ．故可将 Ｔ 写成

∫
（ａ，ｂ］×（ａ，ｂ］

ｚｄＧ（ｚ），

此即正规算子的谱分解 ．
　 　 然而，需要注意的是，我们仅仅对（ａ，ｂ］×（ａ，ｂ］的子矩形 Δ 定义了 Ｇ（Δ），
所以上述积分实际上没有定义 ．这尚不完善，关键是如何将 Ｇ（Δ）扩充为平面上
的谱测度 ．
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６．１　 乘积谱测度

　 　 设 Ｂ 是 Ｒ 上的 Ｂｏｒｅｌ 可测集全体 ．Ｅ，Ｆ 是（Ｒ，Ｂ）上的两个谱测度，由本章
§ ４，Ｅ，Ｆ 可由相应的谱系 Ｅλ，Ｆλ给出 ．记 Ｂ×Ｂ 为由 Ａ×Ｂ，Ａ，Ｂ∈Ｂ 生成的 Ｒ×Ｒ

上的 σ－代数 ．它实际上是 Ｒ２上的 Ｂｏｒｅｌ 可测集全体 ．如果 Ｇ 是（Ｒ２，Ｂ×Ｂ）上的
谱测度，使对任意 Ａ，Ｂ∈Ｂ，有

Ｇ（Ａ×Ｂ）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ）．
则称 Ｇ 为 Ｅ，Ｆ 的乘积谱测度 ．
　 　 显然，乘积谱测度如果存在，一定是唯一的 ．现在的问题是：乘积谱测度是否
存在？由于 Ｇ（Ａ×Ｂ）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ）仍为投影，则必须 Ｅ（Ａ）与 Ｆ（Ｂ）可交换 ．这是
乘积谱测度存在的必要条件 ．那么，如果 Ｅ，Ｆ 是两个可交换的谱测度，是否存在
乘积谱测度？为讨论这个问题，记 Ｐ ＝｛Ａ×Ｂ ｜ Ａ，Ｂ∈Ｂ｝，称 Ｐ 为 Ｒ×Ｒ 中的可测
矩形全体 ．
　 　 令 Ｇ：Ｐ→Ｂ（Ｈ），Ａ×Ｂ →Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ），则 Ｇ 具有如下性质：

　 　 １°　 若 Δ１ ＝ Ａ１ ×Ｂ１，Δ２ ＝ Ａ２ ×Ｂ２，且 Δ１∩Δ２ ＝，则 Ｇ（Δ１）Ｇ（Δ２）＝ ０．
　 　 事实上，由 Δ１∩Δ２ ＝（Ａ１∩Ａ２）×（Ｂ１∩Ｂ２）＝ 知，Ａ１∩Ａ２ ＝或 Ｂ１∩Ｂ２ ＝ ．
不妨设 Ａ１∩Ａ２ ＝，则 Ｅ（Ａ１）Ｅ（Ａ２）＝ ０．故

Ｇ（Δ１）Ｇ（Δ２）＝ Ｅ（Ａ１）Ｆ（Ｂ１）Ｅ（Ａ２）Ｆ（Ｂ２）　 　 　 　 　
＝Ｅ（Ａ１）Ｅ（Ａ２）Ｆ（Ｂ１）Ｆ（Ｂ２）＝ ０（由交换性）．

　 　 ２°　 若 Δ１Δ２，则 Ｇ（Δ１）≤Ｇ（Δ２）．
　 　 因为 Δ１Δ２，则 Ａ１Ａ２，Ｂ１Ｂ２，从而 Ｅ（Ａ１）≤Ｅ（Ａ２），Ｆ（Ｂ１）≤Ｆ（Ｂ２），所
以 Ｇ（Δ１）Ｇ（Δ２）＝ Ｅ（Ａ１）Ｅ（Ａ２）Ｆ（Ｂ１）Ｆ（Ｂ２）＝ Ｅ（Ａ１）Ｆ（Ｂ１）＝ Ｇ（Δ１）（由交换
性）．故

Ｇ（Δ１）≤Ｇ（Δ２）．
　 　 ３°　 若 Δ１∪Δ２Δ，且 Δ１∩Δ２ ＝，则 Ｇ（Δ１）＋Ｇ（Δ２）≤Ｇ（Δ）．
　 　 因为 Ｇ（Δ１）≤Ｇ（Δ）及 Ｇ（Δ２）≤Ｇ（Δ），又 Ｇ（Δ１）Ｇ（Δ２）＝ ０，所以 Ｇ（Δ１）＋
Ｇ（Δ２）仍为直交投影，且值域为 Ｇ（Δ１）与 Ｇ（Δ２）值域的直交和，从而包含在
Ｇ（Δ）的值域中，故 Ｇ（Δ１）＋Ｇ（Δ２）≤Ｇ（Δ）．这一结论可以推广到任何有限和中，

即若｛Δ ｉ｝
ｎ
ｉ ＝ １Ｐ，且 Δ ｉ两两不交，∪

ｎ

ｉ ＝ １
Δ ｉΔ∈Ｐ，则有

Ｇ（Δ１）＋Ｇ（Δ２）＋…＋Ｇ（Δ ｎ）≤Ｇ（Δ）．

　 　 ４°（有限可加性）　 设｛Δ ｉ｝
ｎ
ｉ ＝ １Ｐ，且 Δ ｉ两两不交，并设∪

ｎ

ｉ ＝ １
Δ ｉ仍属于 Ｐ，则有

Ｇ（Δ１）＋Ｇ（Δ２）＋…＋Ｇ（Δ ｎ）＝ Ｇ ∪
ｎ

ｉ ＝ １
Δ ｉ( ) ．
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　 　 该性质的证明较复杂，我们仅以 ｎ ＝ ２ 为例 ．设 Δ１ ＝ Ａ１ ×Ｂ１，Δ２ ＝ Ａ２ ×Ｂ２，且

Δ１∩Δ２ ＝，Δ１∪Δ２ ＝Δ ＝ Ａ×Ｂ．由于 Δ１∩Δ２ ＝，不妨设 Ａ１∩Ａ２ ＝，由 Δ１∪Δ２ ＝

Ａ×Ｂ，得 Ａ ＝ Ａ１∪Ａ２，Ｂ ＝Ｂ１∪Ｂ２ ．
　 　 下面证明 Ｂ１ ＝Ｂ２ ．事实上，若 ｙ∈Ｂ１，任取 ｘ∈Ａ２，则 ｘ∈Ａ，从而（ｘ，ｙ）∈Ａ×Ｂ
但 ｘＡ１所以（ｘ，ｙ）Δ１，这说明（ｘ，ｙ）∈Δ２，故 ｙ∈Ｂ２，即 Ｂ１Ｂ２ ．类似可证 Ｂ２
Ｂ１，因此 Ｂ ＝Ｂ１ ＝Ｂ２ ．进而

Ｇ（Δ）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ）＝ （Ｅ（Ａ１）＋Ｅ（Ａ２））Ｆ（Ｂ）　 　
＝Ｅ（Ａ１）Ｆ（Ｂ１）＋Ｅ（Ａ２）Ｆ（Ｂ２）＝ Ｇ（Δ１）＋Ｇ（Δ２）．

　 　 ５°（次可加性）　 设 Δ∪
ｎ

ｉ ＝ １
Δ ｉ，则从 ４°容易验证 Ｇ（Δ）≤

ｎ

ｉ ＝ １
Ｇ（Δ ｉ）．

　 　 记 Ｐ０ ＝｛（ａ，ｂ］×（ｃ，ｄ］ ａ≤ｂ，ｃ≤ｄ｝，即 Ｐ０为左下开右上闭的矩阵全体，则
Ｐ０Ｐ．

　 　 引理 １　 Ｇ 限制在 Ｐ０上，有可数可加性 ．即若｛Δ ｋ｝
∞
ｋ ＝ １Ｐ０，Δ ｋ两两不交，且

∪
∞

ｋ ＝ １
Δ ｋ ＝Δ∈Ｐ０，则

Ｇ（Δ）＝ 
∞

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）

在强收敛意义下成立 ．

　 　 证明 　 对任意 ｎ，由于∪
ｎ

ｋ ＝ １
Δ ｋΔ，所以


ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）≤Ｇ（Δ）．

　 　 又由本章 § ３ 定理 ６，
∞

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）在强收敛意义下收敛于某一投影算子，记

为 Ｐ，由 
ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）ｘ ≤‖Ｇ（Δ）ｘ‖，有‖Ｐｘ‖≤‖Ｇ（Δ）ｘ‖ ．故


∞

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）≤Ｇ（Δ）．

　 　 下证 Ｇ（Δ）＝ 
∞

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）．

　 　 若
∞

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）＜Ｇ（Δ），则存在 ｘ０，‖ ｘ０‖ ＝ １，使 Ｇ（Δ）ｘ０ ＝ ｘ０，而对任意 ｋ，

Ｇ（Δ ｋ）ｘ０ ＝ ０．设 Δ ｋ ＝（ａｋ，ｂｋ］×（ｃｋ，ｄｋ］，Δ ＝（ａ，ｂ］×（ｃ，ｄ］，则
Ｅ（（ａｋ，ｂｋ］）Ｆ（（ｃｋ，ｄｋ］）ｘ０ ＝ ０．

　 　 由于 Ｅ，Ｆ 所对应的谱系是右连续的，故可以取 Δ槇ｋ ＝（ａｋ，ｂ槇ｋ］×（ｃｋ，ｄ槇ｋ］，其中
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ｂ槇ｋ＞ｂｋ，ｄ槇ｋ＞ｄｋ使

‖Ｇ（Δ槇ｋ）ｘ０‖
２ ＜
１
２ ｋ＋１
．

则 Δ槇ｋΔ ｋ ．设 Δ槇＝（ａ槇，ｂ］×（ｃ槇，ｄ］，其中 ａ槇＞ａ，ｃ槇＞ｃ，使

‖Ｇ（Δ槇）ｘ０‖
２ ＞
３
４
　 （因为‖Ｇ（Δ）ｘ０‖ ＝ １）．

由 Δ ＝∪
∞

ｋ ＝ １
Δ ｋ知，

［ａ槇，ｂ］×［ｃ槇，ｄ］∪
∞

ｋ ＝ １
（ａｋ，ｂ槇ｋ）×（ｃｋ，ｄ槇ｋ）．

由有限覆盖定理知存在 Ｎ，使 Δ槇∪
Ｎ

ｋ ＝ １
Δ槇ｋ ．由次可加性，有

Ｇ（Δ槇）≤
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ槇ｋ），

所以

（Ｇ（Δ槇）ｘ０，ｘ０）≤
Ｎ

ｋ ＝ １
（Ｇ（Δ槇ｋ）ｘ０，ｘ０）．

但

（Ｇ（Δ槇）ｘ０，ｘ０）≥
３
４
，　 

Ｎ

ｋ ＝ １
（Ｇ（Δ槇ｋ）ｘ０，ｘ０）≤

１
２
．

这个矛盾说明 Ｇ（Δ）＝ 
∞

ｋ ＝ １
Ｇ（Δ ｋ）．证毕 ．

　 　 引理 ２　 设 Ｅ，Ｆ 是（Ｒ，Ｂ）上的两个可交换的谱测度，则存在唯一的（Ｒ×Ｒ，
Ｂ×Ｂ）上的谱测度 Ｇ，满足

Ｇ（（ａ，ｂ］×（ｃ，ｄ］）＝ Ｅ（（ａ，ｂ］）Ｆ（（ｃ，ｄ］）．
　 　 证明 　 对（ａ，ｂ］×（ｃ，ｄ］∈Ｐ０，令

Ｇ（（ａ，ｂ］×（ｃ，ｄ］）＝ Ｅ（（ａ，ｂ］）Ｆ（（ｃ，ｄ］）．
由引理 １，Ｇ 在 Ｐ０上具有可数可加性 ．记 Ｒ（Ｐ０）为由 Ｐ０生成的环 ．利用可加性可
将 Ｇ 延拓到 Ｒ（Ｐ０）上 ．由于 Ｇ 在 Ｐ０上有有限可加性，易见这种自然延拓是确定
的 ．又因为 Ｇ 在 Ｐ０上有可数可加性，知 Ｇ 在 Ｒ（Ｐ０）上具有可数可加性 ．
　 　 下面证明 Ｒ（Ｐ０）上定义的 Ｇ 可以（唯一地）延拓成 Ｂ×Ｂ 上的谱测度 ．事实
上，对任意 ｘ∈Ｈ，（Ｇ（Δ）ｘ，ｘ）为 Ｒ（Ｐ０）上的测度，可以唯一地延拓到 Ｂ×Ｂ 上，
记为 μ ｘ ．固定 Ｍ∈Ｂ×Ｂ，可以验证 μ ｘ（Ｍ）是 ｘ 的实有界二次形式，即满足

μ ｘ＋ｙ＋μ ｘ－ｙ ＝ ２（μ ｘ＋μ ｙ）
及
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μαｘ ＝ α
２μ ｘ

的有界泛函 ．故存在有界线性算子 ＴＭ，使 μ ｘ（Ｍ）＝ （ＴＭ ｘ，ｘ）．易证 ＴＭ是投影算子 ．
从 μ ｘ有可数可加性，可以证明映射 Ｍ→ＴＭ有强收敛意义下的可数可加性，从而
｛ＴＭ｝Ｍ∈Ｂ×Ｂ是谱测度，且是 Ｇ 的延拓 ．证毕 ．
　 　 定理 ２　 设 Ｅ，Ｆ 是（Ｒ，Ｂ）上的两个可交换的谱测度，则存在（Ｒ×Ｒ，Ｂ×Ｂ）
上的 Ｅ，Ｆ 的乘积谱测度 ．
　 　 证明 　 取 Ｇ（Ｍ）为引理 ２ 中的 ＴＭ，往证对 Ａ，Ｂ∈Ｂ 有

Ｇ（Ａ×Ｂ）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ）．
　 　 注意到 Ｒ 上左开右闭区间全体张成的 σ－环是 Ｂ．固定 Ａ０为一个左开右闭
区间，由引理 ２，对任何左开右闭区间 Ｂ，有

Ｇ（Ａ０ ×Ｂ）＝ Ｅ（Ａ０）Ｆ（Ｂ）．
记

Ｂ１ ＝｛Ｂ∈Ｂ Ｇ（Ａ０ ×Ｂ）＝ Ｅ（Ａ０）Ｆ（Ｂ）｝．
由于 Ｇ（Ａ０ ×Ｂ）及 Ｅ（Ａ０）Ｆ（Ｂ）都具有可数可加性，故 Ｂ１是包含左开右闭区间张

成的环的单调类，从而 Ｂ１ ＝Ｂ．进一步，固定 Ｂ０∈Ｂ，则由上面的讨论知对任一
左开右闭区间 Ａ 有

Ｇ（Ａ×Ｂ０）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ０）．
用类似的方法知

Ｂ ＝｛Ａ∈Ｂ Ｇ（Ａ×Ｂ０）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ０）｝，
故对任意 Ａ，Ｂ∈Ｂ，有

Ｇ（Ａ×Ｂ）＝ Ｅ（Ａ）Ｆ（Ｂ），
即 Ｇ 是 Ｅ，Ｆ 的乘积谱测度 ．证毕 ．

６．２　 正规算子的谱分解定理

　 　 对于（Ｒ×Ｒ，Ｂ×Ｂ）上的谱测度 Ｇ，由 Ｒ×Ｒ 与 Ｃ 的对应关系，可作（Ｃ，Ｂ）上

的谱测度，记为 Ｇ槇．
　 　 定义 １　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正规算子，Ｅ，Ｆ 分别是 Ｒｅ Ｔ，Ｉｍ Ｔ

的谱测度，Ｇ 是 Ｅ，Ｆ 的乘积谱测度，由 Ｇ 而得的（Ｃ，Ｂ）上的谱测度 Ｇ槇称为 Ｔ 的
谱测度 ．

　 　 定理 ３　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正规算子，Ｇ槇为 Ｔ 的谱测度，则在
算子范数收敛意义下，有

Ｔ ＝ ∫Ｃ ｚｄＧ槇（ｚ）．
　 　 证明 　 由本节开头的做法，对任给的 ε ＞ ０，存在［－‖ Ｔ‖ － １，‖ Ｔ‖］×
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［－‖Ｔ‖－１，‖Ｔ‖］的一分割｛Δ ｋ｝
ｎ
ｋ ＝ １，使 η ＝ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｎ
｛Δ ｋ的直径｝＜ε，且

Ｔ－
ｎ

ｋ ＝ １
λ ｋＧ槇（Δ ｋ） ＜ε，

其中 λ ｋ∈Δ ｋ ．又由于

　 ∫ｚｄＧ槇（ｚ）－
ｎ

ｋ ＝ １
λ ｋＧ槇（Δ ｋ）

＝ ∫ｚｄＧ槇（ｚ）－ ∫
ｎ

ｋ ＝ １
λ ｋ χ Δ ｋ（ｚ）ｄＧ

槇（ｚ）

＝ ∫ ｚ －
ｎ

ｋ ＝ １
λ ｋ χ Δ ｋ（ｚ）( ) ｄＧ槇（ｚ） ≤ ε ．

故有

∫ ｚｄＧ槇（ｚ）－Ｔ ≤２ε．

由 ε 的任意性知，Ｔ ＝ ∫ ｚｄＧ槇（ｚ）．证毕 ．
　 　 正规算子的谱与谱测度之间有如下的关系 ．

　 　 定理 ４　 设 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的 Ｔ 是正规算子，Ｇ槇是 Ｔ 的谱测度，λ０∈Ｃ，则

　 　 （ｉ）λ０∈ρ（Ｔ）的充要条件是存在 ε＞０，使 Ｇ槇（Ｏ（λ０，ε））＝ ０；

　 　 （ｉｉ）λ０是 Ｔ 的特征值的充要条件是 Ｇ槇（｛λ０｝）≠０，此时 Ｇ槇（｛λ０｝）Ｈ 就是 Ｔ
的相应于 λ０的特征子空间 ．

　 　 证明 　 先证（ｉ）．若对任意 ε＞０，Ｇ槇（Ｏ（λ０，ε））≠０，则存在 ｘ０，使‖ｘ０‖ ＝ １且

Ｇ槇（Ｏ（λ０，ε））ｘ０ ＝ ｘ０ ．所以
　 ‖（Ｔ－λ０ Ｉ）ｘ０‖

２ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

＝‖ ∫（ｚ－λ０）ｄＧ槇（ｚ）ｘ０‖ ２ ＝ ∫ ｚ－ｚ０ ２ ｄ（Ｇ槇（ｚ）ｘ０，ｘ０）

＝ ∫Ｏ（λ ０，ε） ｚ－ｚ０
２ ｄ（Ｇ槇（ｚ）ｘ０，ｘ０）≤ε

２‖ｘ０‖
２ ＝ ε２ ．

由此，若取 εｎ ＝
１
ｎ
，则存在 ｘｎ，‖ｘｎ‖ ＝ １ 使

‖（Ｔ－λ０ Ｉ）ｘｎ‖≤
１
ｎ →

０．

从而 λ０ρ（Ｔ）．必要性得证 ．

　 　 下证充分性 ．若存在 ε＞０，使 Ｇ槇（Ｏ（λ０，ε））＝ ０．则

λ０ Ｉ－Ｔ ＝ ∫Ｃ －Ｏ（λ ０，ε）（λ０ －ｚ）ｄＧ槇（ｚ）．
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因为（λ０ －ｚ）
－１
在 Ｃ－Ｏ（λ０，ε）上是有界连续函数，所以 Ｓ ＝ ∫Ｃ －Ｏ（λ ０，ε）（λ０ －ｚ）

－１ｄＧ槇（ｚ）

是有界线性算子 ．然而（λ０ Ｉ－Ｔ）Ｓ ＝ Ｓ（λ０ Ｉ－Ｔ）＝ ∫ ｄＧ槇（ｚ）＝ Ｉ．所以 λ０∈ρ（Ｔ）．
　 　 再证（ｉｉ）．对任意 λ０∈Ｃ 及 ｘ０∈Ｈ，有

‖（Ｔ－λ０ Ｉ）ｘ０‖
２ ＝ ∫ ｚ－λ０ ２ ｄ（Ｇ槇（ｚ）ｘ０，ｘ０）．

所以（Ｔ－λ０ Ｉ）ｘ０ ＝ ０ 的充要条件是（Ｇ槇（｛λ０｝）ｘ０，ｘ０）＝ （ｘ０，ｘ０），即 Ｇ槇（｛λ０｝）ｘ０ ＝

ｘ０ ．故 λ０为 Ｔ 的特征值之充要条件是存在 ｘ０≠０ 使 Ｇ槇（｛λ０｝）ｘ０ ＝ ｘ０，即

Ｇ槇（｛λ０｝）≠０．
于是，

｛ｘ０ Ｔｘ０ ＝λｘ０｝＝｛ｘ０ Ｇ槇（｛λ０｝）ｘ０ ＝ ｘ０｝＝Ｇ槇（｛λ０｝）Ｈ，

即 Ｔ 的相应于 λ０的特征子空间是 Ｇ槇（｛λ０｝）Ｈ．证毕 ．

　 　 定理 ５　 设 Ｈ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正规算子，Ｇ槇是 Ｔ 的谱测度，则 Ｇ槇

集中在 σ（Ｔ）上 ．具体地说：

　 　 （ｉ）Ｇ槇（σ（Ｔ））＝ Ｉ；

　 　 （ｉｉ）对 σ（Ｔ）的任何真闭子集 Ｆ，Ｇ槇（Ｆ）≠Ｉ．

　 　 证明 　 （ｉ）由定理 ４，λ０∈ρ（Ｔ）的充要条件是存在 ε＞０，使 Ｇ槇（Ｏ（λ０，ε））＝ ０．
由于开集 ρ（Ｔ）可以写成所有这种 Ｏ（λ０，ε）之并，从中可以选出可数多个，其并

为 ρ（Ｔ），所以 Ｇ槇（ρ（Ｔ））＝ ０，即 Ｇ槇（σ（Ｔ））＝ Ｉ．

　 　 为证（ｉｉ），反设存在 σ（Ｔ）的真闭子集 Ｆ，使 Ｇ槇（Ｆ）＝ Ｉ，设 λ０∈σ（Ｔ），但 λ０
Ｆ，由此存在 ε＞０，使

Ｏ（λ０，ε）∩Ｆ ＝ ．

因为 Ｇ槇（Ｆ）＝ Ｉ，所以 Ｇ槇（Ｏ（λ０，ε））＝ ０．这导致 λ０∈ρ（Ｔ），与假设矛盾 ．证毕 ．
　 　 推论 　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的正规算子，则
　 　 （ｉ）如果 σ（Ｔ）Ｒ，则 Ｔ 是自伴算子；
　 　 （ｉｉ）如果 σ（Ｔ）单位圆周，则 Ｔ 是酉算子；
　 　 （ｉｉｉ）如果 σ（Ｔ）｛λ∈Ｒ λ≥０｝，则 Ｔ 是正算子 ．
　 　 应该注意的是，如果去掉“正规”条件，推论的结论可能不成立 ．

　 　 定理 ６（谱测度的唯一性）　 若 Ｇ１是（Ｃ，Ｂ）上的谱测度，且 Ｔ ＝ ∫Ｃ ｚｄＧ１（ｚ）
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是有界算子，则 Ｔ 是正规算子且 Ｇ１（Ａ）＝ Ｇ槇（Ａ），Ａ∈Ｂ，其中 Ｇ槇是按前述方法作
出的 Ｔ 之谱测度 ．

　 　 证明 　 易知 Ｔ 是正规算子且 Ｇ１集中在 σ（Ｔ）上 ．又 Ｒｅ Ｔ ＝ ∫（Ｒｅ ｚ）ｄＧ１（ｚ），
令 Ｅ，Ｆ 分别为 Ｒｅ Ｔ 与 Ｉｍ Ｔ 的谱测度，相应的谱系为 Ｅｔ，Ｆｔ ．令

Ｅ′ｔ ＝Ｇ１（（－∞，ｔ］×（－∞，＋∞））．

容易证明 Ｅ′ｔ是谱系，且 Ｒｅ Ｔ ＝ ∫ ｔｄＥ′ｔ ．由自伴算子的谱系的唯一性，知 Ｅ′ｔ ＝Ｅｔ ．
　 　 类似可作

Ｆ′ｔ ＝Ｇ１（（－∞，＋∞）×（－∞，ｔ］），
并可证明 Ｆ′ｔ ＝Ｆｔ ．

　 　 由上述做法知 Ｇ１是 Ｅ′，Ｆ′的乘积谱测度，Ｇ槇是 Ｅ，Ｆ 的乘积谱测度，故 Ｇ１ ＝Ｇ．
证毕 ．

 § ７　 函数空间上的算子

函数空间中的算子分两大类，一类是微分与积分算子，其研究的侧重点是算

子对应的方程解的存在性、唯一性、稳定性等，这些方程大多与某个特定的物理

现象有关，常常需要针对不同的方程采取不同的方法与技巧 ．另一类是具有比较
好的结构的函数空间上的算子，由于空间结构比较清楚，这些空间上算子的结构

也就相对清楚一点，特别是将空间的度量与解析函数相结合可以得到各种不同

结构的解析函数空间，这使得人们可以将丰富的解析函数论工具运用到算子的

研究，从而可以得到关于算子的更精细的结论 ．人们常研究的是三类算子：
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子、Ｈａｎｋｅｌ 算子及复合算子 ．

７．１　 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子的原型是 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵，即如下形式的特殊矩阵：

Ａ ＝

ａ０ ａ１ ａ２ … ａｎ
ａ－１ ａ０ ａ１ … ａｎ－１
ａ－２ ａ－１ ａ０ … ａｎ－２
   

ａ－ｎ ａ－ｎ＋１ ａ－ｎ＋２ … ａ０



















，ａｉ∈Ｃ（或 Ｒ），ｉ ＝ ０，±１，…，±ｎ．

这类矩阵来自控制论中的系统传输矩阵，迄今仍是计算学界研究的对象 ．在无限
维可分 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中，有一个 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的推广，即下面的无限矩阵
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Ａ ＝

ａ０ ａ１ ａ２ ａ３ … ａｎ …

ａ－１ ａ０ ａ１ ａ２ … ａｎ－１ …

ａ－２ ａ－１ ａ０ ａ１ … ａｎ－２ …

    

ａ－ｎ ａ－ｎ＋１ ａ－ｎ＋２ ａ－ｎ＋３ … ａ０ …

    























，ａｉ∈Ｃ（或 Ｒ）．

这类矩阵的特点是对角线及所有次对角线上的元素均为常值 ．
有限维 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的一个重要问题是特征值的计算，它对应的是系统极

点的分布 ．对无限维的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子而言，其核心问题也是谱问题与结构问题，然
而这些问题异常复杂，作为一般算子的特例，许多一般算子的问题在 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算
子（矩阵）情形都可以提出相对应的问题，这些问题常常是非平凡的甚至是十分

困难的 ．例如，我们也可以对 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子提出不变子空间问题，遗憾的是，这个
问题至今仍然悬而未决 ．

在 ２０ 世纪 ６０ 年代，布朗（Ｂｒｏｗｎ）与哈尔莫斯（Ｈａｌｍｏｓ）将 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵与函
数论联系起来之前，有关 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的研究进展甚微，其根本原因在于人们没
有一个行之有效的工具 ． Ｂｒｏｗｎ 与 Ｈａｌｍｏｓ 将 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵的表值与函数的
Ｆｏｕｒｉｅｒ 系数巧妙地联系起来，从而将 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵与函数空间上的算子相对应，
使得人们可以借助强大的函数论工具来研究这类矩阵，这就是 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子的
由来 ．虽然 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子源于控制论，但随着这一理论的发展与深入，人们在泛函
分析与经典的函数论之间架设了一座桥梁，这类算子在数学上的意义已经远远

超越了它的实际应用价值，它不仅为泛函分析提供了丰富多彩的例子库，也为一

些经典函数论的研究带来了新的思路与新的视角 ．
定义 １　 假设 φ∈Ｌ∞（ＴＴ ），Ｐ 是 Ｌ２（ＴＴ ）到 Ｈ２（ＴＴ ）的正交投影，定义 Ｈ２（ＴＴ ）

上的算子 Ｔφ为
Ｔφ ｆ ＝Ｐ（φｆ），ｆ∈Ｈ

２
（ＴＴ ），

Ｔφ称为具有符号 φ 的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子，φ 称为 Ｔφ的符号 ．
从定义 １ 似乎看不出 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子与 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵之间有什么内在关系，但

只要考察一下这个算子在 Ｈ２（ＴＴ ）中标准正交基｛ｅｉｎθ｝∞ｎ ＝ ０下的表示就清楚了 ．
定义 ２　 设 Ｔ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 上的有界线性算子，｛ｅｎ｝ｎ∈Λ是 Ｈ 的正交基，

则 Ｔ 在正交基｛ｅｎ｝ｎ∈Λ下的矩阵指的是如下矩阵
Ｔ ＝｛（Ｔｅｎ，ｅｍ）｝ｎ，ｍ∈Λ，

其中（Ｔｅｎ，ｅｍ）表示位于（ｍ，ｎ）处的表值 ．
定理 １　 假设 φ∈Ｌ∞（ＴＴ ）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 级数为

φ～ 
＋∞

ｎ ＝ －∞

ａｎｅ
ｉｎθ，
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则以 φ 为符号的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子 Ｔφ在｛ｅ
ｉｎθ｝∞ｎ ＝ ０下的矩阵表示为

Ｔφ ＝

ａ０ ａ－１ ａ－２ ａ－３ …

ａ１ ａ０ ａ－１ ａ－２ …

ａ２ ａ１ ａ０ ａ－１ …

ａ３ ａ２ ａ１ ａ０ …

   



















．

定理 １ 的证明不是件难事，直接计算就行了 ．
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵是否必为 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子呢？答案是肯定的，但由于其证明比较

复杂，故略去详细讨论 ．
定理 ２　 如果 Ｈ２（ＴＴ ）上的有界线性算子在标准正交基｛ｅｉｎθ｝∞ｎ ＝ ０下的矩阵是

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 矩阵，则它一定是 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子 ．
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子作为一个重要的算子类已经形成一套丰富的理论，并且该理论

又被推广到 Ｂｅｒｇｍａｎ 空间、高维复空间中的各种区域上的函数空间中，其中待解
决的问题很多 ．

７．２　 Ｈａｎｋｅｌ 算子

与 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子密切相关的另一类算子是 Ｈａｎｋｅｌ 算子 ．从 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子的定

义可以看出，有两个概念至关重要，一个是从 Ｌ２（ＴＴ ）到 Ｈ２（ＴＴ ）的正交投影 Ｐ，另

一个是 Ｌ∞（ＴＴ ）中的函数 φ，如果暂不考虑投影 Ｐ，仅用 φ 与 Ｈ２（ＴＴ ）中的函数相

乘，得到的是 Ｌ２（ＴＴ ）中的元素，即对任意 ｆ∈Ｈ２（ＴＴ ），φｆ∈Ｌ２（ＴＴ ）．正如平面内的
向量可以分解成两个坐标轴方向的分量一样，Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子作用到 ｆ 等于 φｆ 在
Ｈ２（ＴＴ ）“方向”的分量，另一个方向是什么呢？当然是 Ｈ２（ＴＴ ）在 Ｌ２（ＴＴ ）的正交

补，因此 φｆ 的另一个分量在 Ｈ２（ＴＴ ）的正交补中 ．这个正交补到底是个什么样的

空间？我们只要从 Ｌ２（ＴＴ ）中函数的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式看看就清楚了 ．

假设 ｆ∈Ｌ２（ＴＴ ）有 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式

ｆ ＝ 
＋∞

ｎ ＝ －∞

ａｎｅ
ｉｎθ，

右端的级数按 Ｌ２（ＴＴ ）中的范数收敛，即

ｆ－
ｌ

ｎ ＝ － ｋ
ａｎｅ

ｉｎθ

２
→０（ｋ，ｌ→∞）．

显然 ｆ 在 Ｈ２（ＴＴ ）中的“分量”为

Ｐｆ ＝
∞

ｎ ＝ ０
ａｎｅ

ｉｎθ，

不难看出，ｆ 在 Ｈ２（ＴＴ ）的正交补中的“分量”为
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ｆ－Ｐｆ ＝ 
－ １

ｎ ＝ －∞

ａｎｅ
ｉｎθ ．

如果记 Ｉ 为 Ｌ２（ＴＴ ）上的恒等算子，则 Ｉ－Ｐ 即为 Ｌ２（ＴＴ ）到 Ｈ２（ＴＴ ）的正交补的投
影，且

（Ｉ－Ｐ）ｆ ＝ 
－ １

ｎ ＝ －∞

ａｎｅ
ｉｎθ ．

由此可以定义 Ｈ２（ＴＴ ）到 Ｈ２（ＴＴ ）在 Ｌ２（ＴＴ ）中正交补的算子 ．
定义 ３　 设 φ∈Ｌ∞（ＴＴ ），Ｐ 是 Ｌ２（ＴＴ ）到 Ｈ２（ＴＴ ）的正交投影，算子

Ｈφ ｆ ＝（Ｉ－Ｐ）（φｆ），ｆ∈Ｈ
２
（ＴＴ ）

称为具有符号 φ 的 Ｈａｎｋｅｌ 算子，φ 称为 Ｈφ的符号 ．
由 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子的定义很容易验证 Ｔφ ＝ ０ 当且仅当 φ ＝ ０，然而非零的符号却

可能诱导一个零 Ｈａｎｋｅｌ 算子，例如若 φ∈Ｈ∞（ＴＴ ）＝ ｛ｆ∈Ｌ∞（ＴＴ ）｜ ｆ 有 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展

开式 ｆ～
∞

ｎ ＝ ０
ａｎｅ

ｉｎθ｝，则 Ｈφ ＝ ０．由此可得

定理 ３　 设φ，ψ∈Ｌ∞（ＴＴ ），则 Ｈφ ＝Ｈψ当且仅当 φ－ψ∈Ｈ
∞（ＴＴ ）．

与 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子不同的是，在 Ｈａｒｄｙ 空间上，存在很多紧 Ｈａｎｋｅｌ 算子甚至有

限秩 Ｈａｎｋｅｌ 算子，例如，若 ｐ（ｚ）＝ 
ｋ

ｎ ＝ ０
ａｎ ｚ

ｎ
是多项式，ｐ槇（ｚ）＝ 

ｋ

ｎ ＝ ０
ａｎ ｚ

ｎ
，则 Ｈｐ槇是有

限秩算子（能否算出 Ｈｐ槇的秩是多少？）．正由于此，Ｈａｎｋｅｌ 算子的一个重要问题
是：对什么样的符号 φ，Ｈφ是有限秩算子或紧算子？著名的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 定理告诉
我们

定理 ４　 设 φ∈Ｌ∞（ＴＴ ），则 Ｈφ是有限秩算子当且仅当 φ 是 ｚ 的多项式与

Ｈ∞（ＴＴ ）中函数之和 ．
紧 Ｈａｎｋｅｌ 算子也有特征刻画，这就是著名的 Ｈａｒｔｍａｎ 定理 ．
定理 ５　 Ｈａｎｋｅｌ 算子 Ｈφ是紧算子当且仅当存在 φ１∈Ｈ

∞（ＴＴ ），φ２∈Ｃ（ＴＴ ），
使得 φ ＝ φ１ ＋φ２，其中 Ｃ（ＴＴ ）指ＴＴ 上的连续函数全体 ．

记

Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）＝ ｛φ１ ＋φ２ φ１∈Ｈ
∞（ＴＴ ），φ２∈Ｃ（ＴＴ ）｝，

这是个很有趣的函数空间，我们知道，两个 Ｈ∞（ＴＴ ）中的函数乘积还在 Ｈ∞（ＴＴ ）
中，两个 Ｃ（ＴＴ ）中的函数乘积也在 Ｃ（ＴＴ ）中，直觉上两个 Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）中的函
数乘积似乎不在 Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）中，因为乘积中会出现 Ｈ∞（ＴＴ ）中函数与 Ｃ（ＴＴ ）
中函数的乘积，看起来 Ｈ∞（ＴＴ ）中的函数与 Ｃ（ＴＴ ）中的函数相乘未必在Ｈ∞（ＴＴ ）＋

Ｃ（ＴＴ ）中，神奇的是，Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）中两个函数的乘积仍然在 Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）
中，不仅如此，Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）还是 Ｌ∞（ＴＴ ）的闭子空间，换句话说，Ｈ∞（ＴＴ ）＋

Ｃ（ＴＴ ）是一个代数 ．证明 Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）是一个代数其实不难，只要注意到
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Ｃ（ＴＴ ）中的函数可以用多项式逼近，而对于多项式 ｐ（ｚ）＝ 
ｋ

ｎ ＝ ０
ａｎ ｚ

ｎ ＋
ｍ

ｌ ＝ １
ｂｌ ｚ

ｌ
及

φ∈Ｈ∞（ＴＴ ），

φ ＋ ｐ（ｚ）＝ φ ＋
ｋ

ｎ ＝ ０
ａｎ ｚ

ｎ( ) ＋
ｍ

ｌ ＝ １
ｂｌ ｚ

ｌ 　 　 　 　

＝ φ ＋
ｋ

ｎ ＝ ０
ａｎ ｚ

ｎ( ) ｚｍ ＋
ｍ

ｌ ＝ １
ｂｌ ｚ

ｍ － ｌ[ ] ｚｍ

＝ φ槇（ｚ）·ｚｍ，

其中 φ槇（ｚ）＝ φ ＋
ｋ

ｎ ＝ ０
ａｎ ｚ

ｎ( ) ｚｍ ＋
ｍ

ｌ ＝ １
ｂｌ ｚ

ｍ － ｌ∈ Ｈ∞（ＴＴ ），这说明 φ ＋ ｐ（ｚ）可以表示成

Ｈ∞（ＴＴ ）中函数与 ｚｍ 的乘积，反之，Ｈ∞（ＴＴ ）中函数与 ｚｍ 的乘积，也可以写成
Ｈ∞（ＴＴ ）中函数与多项式的和，由此可见

Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｐ［ＴＴ ］＝｛φ＋ｐ φ∈Ｈ∞（ＴＴ ），ｐ 是多项式｝
是代数，通过极限过程可以证明 Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）是代数 ．

值得指出的是，Ｈ∞（ＴＴ ）＋Ｃ（ＴＴ ）是代数这一结论在复空间 Ｃ ｎ中单位球面情
形仍然成立，然而其证明却十分复杂，它最早为 Ｗ．Ｒｕｄｉｎ 所证明，可见单变量到
多变量并非简单的推广 ．

Ｈａｎｋｅｌ 算子的定义有几种，另一种常见的定义是
定义 ４　 设 φ∈Ｈ∞（ＴＴ ），Ｊ 是 Ｌ２（ＴＴ ）到自身的算子：

Ｊｆ（ｚ）＝ ｆ（ｚ），
算子

Ｈ槇φ ｆ ＝ＰＪ（φｆ），ｆ∈Ｈ
２
（ＴＴ ）

称为 Ｈ２（ＴＴ ）上的 Ｈａｎｋｅｌ 算子，φ 称为Ｈ槇φ的符号 ．

与Ｈφ不同的是，Ｈ槇φ是 Ｈ
２
到自身的算子，φ∈Ｈ∞（ＴＴ ）也不意味着Ｈ槇φ ＝ ０，事实

上，若 φ 是常数，则Ｈ槇φ≠０，然而，如果 φ∈Ｈ
∞（ＴＴ ）的 Ｆｏｕｒｉｅｒ 展开式中不含常数

项，则可以证明Ｈ槇φ ＝ ０，因此有下面的

定理 ６　 设 φ，ψ∈Ｌ∞（ＴＴ ），则Ｈ槇φ ＝Ｈ槇ψ当且仅当 φ－ψ∈ｚＨ
∞（ＴＴ ）．

定理 ６ 是说，Ｈ槇φ与Ｈ槇ψ相等当且仅当 φ 与 ψ 相差一个不含常数项的 Ｈ
∞中的

函数 ．

把定理 ４、定理 ５ 中的Ｈφ换成Ｈ槇φ，结论仍然成立 ．
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子与 Ｈａｎｋｅｌ 算子之间有着内在的关系，事实上，由它们的定义不
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难验证

ＴφＴψ－Ｔφψ ＝ －Ｈ

φ Ｈψ ．

７．３　 复合算子

函数的复合是一种基本运算，其直观解释是一个区域经过了某种变换后，区

域上的函数会发生怎样的变化，从算子的角度研究复合运算开始于上个世纪 ６０
年代，人们的兴趣主要是关于复合算子的代数性质、谱性质等 ．我们既可以考察
Ｌ２（或 Ｌｐ）空间上的复合算子，也可以考察 Ｈ２（或 Ｈｐ）空间上的复合算子，所不同
的是，由于 Ｈ２空间中的函数有着丰富的结构，有关的理论工具很强大，因此解析
函数空间上算子的结构更为精细，可以运用的手段更多 ．

定义 ５ 　 设 φ 是复平面内开单位圆盘 Ｄ 到自身的解析映射，对任意 ｆ∈
Ｈ２（Ｄ），定义算子 Ｃφ为

Ｃφ ｆ（ｚ）＝ ｆ（φ（ｚ））．

称 Ｃφ为 Ｈ
２
（Ｄ）上的复合算子，φ 称为 Ｃφ的符号 ．

细心的读者或许会发现，这里涉及的 Ｈａｒｄｙ 空间与 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子的定义中所
涉及的 Ｈａｒｄｙ 空间不同，我们知道，Ｈ２（ＴＴ ）与 Ｈ２（Ｄ）是等距同构的，φ 作为 Ｄ 到
Ｄ 的解析映射，其径向极限自然是存在的，即

φ（ｅｉθ）＝ ｌｉｍ
ｒ→１－
φ（ｒｅｉθ）

几乎处处存在，那么，可不可以利用 φ定义 Ｈ２（ＴＴ ）到 Ｈ２（ＴＴ ）的复合算子？如
此定义的复合算子与定义 ５ 本质上是否相同？换句话说（Ｃφ ｆ）

与 ｆ  φ是否

相等？其中 ｆ∈Ｈ２（Ｄ），ｆ∈Ｈ２（ＴＴ ）是 ｆ 的径向极限 ．幸运的是，在复平面内的单
位圆盘上，上述两种定义是等价的，即

（Ｃφ ｆ）
 ＝（ｆ φ） ＝ ｆ φ ．

有意思的是，在高维复空间 Ｃ ｎ的单位球 Ｂｎ ＝｛ｚ∈Ｃ
ｎ ｜ ｚ ｜ ＜１｝中，类似的结论不

再成立，事实上高维复空间中的复合算子比复平面内的复合算子要复杂很多，其

中有许多本质不同的现象 ．
一个显而易见的事实是，两个复合算子的乘积仍是复合算子，事实上由

（ＣφＣψ ｆ）（ｚ）＝ （Ｃφ（ｆ ψ））（ｚ）＝ （ｆ ψ φ）（ｚ）
＝ （Ｃψ φ ｆ）（ｚ）

立知

ＣφＣψ ＝Ｃψ φ ．
复合算子范数的计算以及代数性质是比较复杂的问题，人们没有一个行之有效

的方法来计算复合算子的范数，只能给出一个粗略的估计 ．
定理 ７　 设 φ 是 Ｄ 到自身的解析映射，则 Ｃφ是 Ｈ

２
（Ｄ）上的有界算子，且
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‖Ｃφ‖≤
１＋ ｜ φ（０）｜
１－ ｜ φ（０）｜槡

．

由于 Ｃφ１≡１，可见‖Ｃφ‖≥１，因此，若 φ（０）＝ ０，则有‖Ｃφ‖ ＝ １．

对 ｚ∈Ｄ，令 Ｋｚ（ｗ）＝
１
１－ｚｗ

，这个函数在 Ｈ２（Ｄ）中充当了十分重要的角色，如

第一章 § ６ 所说，它通常称之为 Ｈ２（Ｄ）的再生核函数，该名称缘于此函数具有如
下性质：

（ｆ，Ｋｚ）＝ ｆ（ｚ），ｆ∈Ｈ
２
（Ｄ），

这里（ｆ，Ｋｚ）指的是 ｆ 与 Ｋｚ的内积，即

（ｆ，Ｋｚ）＝
１
２πｉ ∫

２π

０
ｆ（ｅｉθ）·Ｋｚ（ｅ

ｉθ）ｄθ

（能否看出这个等式像什么？是否似曾相识？）．复合算子的共轭作用在再生核上
还是个再生核，即有下面的

定理 ８　 设 φ 是 Ｄ 到自身的解析映射，则对任意 ｚ∈Ｄ，有
Ｃφ Ｋｚ ＝Ｋφ（ｚ），

其中 Ｃφ 是 Ｃφ的共轭算子 ．
对复合算子的范数还有一个双边估计，即

定理 ９　 设 φ 是 Ｄ 到自身的解析映射，则
１

１－ ｜ φ（０）｜槡
２
≤‖Ｃφ‖≤

２

１－ ｜ φ（０）｜槡
２
．

前面的定理 ７ 告诉我们，若 φ（０）＝ ０，则‖Ｃφ‖ ＝ １，上述定理则说明，若
‖Ｃφ‖ ＝ １，则必有 φ（０）＝ ０，换言之，‖Ｃφ‖ ＝ １ 当且仅当 φ（０）＝ ０．

善于思考的读者可能会发现这样的问题，除了复合算子的共轭能把再生核

变成再生核，还有没有其他的算子能做到这一点？下面的定理完满回答了这个

问题 ．
定理 １０　 Ｈ２（Ｄ）上的算子 Ａ 是复合算子当且仅当 Ａ将再生核映为再生核 ．
与 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子不同的是，Ｈａｒｄｙ 空间上存在很多的紧复合算子，事实上，只

要 φ 将 Ｄ 映到 Ｄ 的某个紧子集，则 Ｃφ就是个紧算子（读者试着证明）．有关紧复
合算子的更一般结论可以参考专门的著作（如 Ｊ． Ｈ． Ｓｈａｐｉｒｏ［１２］），既然存在紧
复合算子，能否计算出紧复合算子的谱呢？有一个很有意思的结论，即

定理 １１　 设 φ 是 Ｄ 到自身的解析映射，Ｃφ是 Ｈ
２
上的紧算子，则存在 ａ∈Ｄ，

使得 φ（ａ）＝ ａ，且

σ（Ｃφ）＝ ｛０｝∪｛１｝∪∪
∞

ｋ ＝ １
｛（φ′（ａ））ｋ｝．

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ 算子、Ｈａｎｋｅｌ 算子及复合算子作为三个函数空间上的重要算子类各
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自形成了一套丰富的理论，而且迄今为止，这三类算子仍是人们广泛研究的课

题，这里作点粗浅的介绍供有兴趣者参考 ．

习　 题　 三

　 　 １． 设 Ｍ，Ｎ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的两个闭子空间，且 ＭＮ，证明：Ｎ⊥Ｍ⊥ ．

　 　 ２． 设｛Ｍｉ ｜ ｉ∈Ｉ｝是 Ｈ 的闭子空间族，证明：∩｛Ｍｉ
⊥ ｉ∈ Ｉ｝＝［Ｖ｛Ｍｉ ｜ ｉ∈ Ｉ｝］

⊥，［∩｛Ｍｉ ｜ ｉ∈

Ｉ｝］⊥ ＝ Ｖ｛Ｍ⊥ｉ ｜ ｉ∈Ｉ｝．

　 　 ３． 设 Ｍ，Ｎ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间的子空间，Ｍ⊥Ｎ，Ｌ ＝Ｍ＋Ｎ，证明：Ｌ 是闭子空间的充要条件是 Ｍ

与 Ｎ 都是闭子空间 ．

　 　 ４． 设 ｆ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的闭子空间 Ｍ 上的有界线性泛函，则 ｆ 在 Ｈ 上有唯一的延拓 Ｆ，

使‖Ｆ‖ ＝‖ ｆ‖Ｍ ．

　 　 ５． 设 Ａ 是 ｌ２上的有界线性算子，当 ｘ ＝｛ｘμ｝∈ ｌ
２
时，记 Ａｘ ＝｛ｙν｝，

ｙμ ＝
∞

ν ＝ １

ａμ ν ｘν，　 μ ＝ １，２，… ．

设 Ａ ｘ ＝｛ｙν ｝，ｙ

μ ＝

∞

ν ＝ １

ａμ ν ｘν，μ ＝ １，２，…，证明：ａ

μ ν ＝ ａν μ ．

　 　 ６． 假设 Ｓ 是单侧位移算子，计算 ＳＳ与 Ｓ Ｓ，进一步计算 Ｓｎ Ｓｎ与 Ｓｎ Ｓｎ ．

　 　 ７． 若 Ａ 与 Ｂ 是自伴算子，证明 ＡＢ 是自伴算子的充要条件是 ＡＢ ＝ ＢＡ．

　 　 ８． 设 Ｈ 是复内积空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ），若对任意 ｘ∈Ｈ，（Ｔｘ，ｘ）＝ ０，证明 Ｔ ＝ ０．在实内积空间

中，该结论是否正确？

　 　 ９． 设 Ａ 与 Ｂ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 到 Ｈ 的线性映射，且对任意 ｘ，ｙ∈Ｈ，有（Ａｘ，ｙ）＝ （ｘ，Ｂｙ），证

明：Ａ∈Ｂ（Ｈ）且 Ｂ ＝ Ａ ．

　 　 １０． 设 Ｈ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，Ｔ∈Ｂ（Ｈ），若对一切 ｘ∈Ｈ，有 Ｒｅ（Ｔｘ，ｘ）＝ ０，证明 Ｔ ＝ Ｔ ．

　 　 １１． 设 Ｐ 是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 到闭子空间 Ｍ 上的投影算子，证明：Ｐｘ ＝ ｘ 的充要条件

是ｘ∈Ｍ；Ｐｘ ＝ ０ 的充要条件是 ｘ⊥Ｍ．

　 　 １２． 设 Ｐ 是非零的投影算子，证明：‖Ｐ‖ ＝ １．

　 　 １３． 对 Ｐ∈Ｂ（Ｈ），若 Ｐ２ ＝ Ｐ，称 Ｐ 为幂等算子 ．假设 Ｐ 为幂等算子，证明下列命题等价：

　 　 （ｉ）Ｐ 是投影算子；

　 　 （ｉｉ）‖Ｐ‖ ＝ １；

　 　 （ｉｉｉ）Ｐ 是正规算子 ．

　 　 １４． 设｛ｅｋ｝（ｋ ＝ １，２，…）是 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 中的直交系，Ｍ 是由｛ｅｋ｝张成的线性子空间，证

明：Ｍ 上的投影算子 Ｐ 可表为

Ｐｘ ＝
∞

ｋ ＝ １

（ｘ，ｅｋ）ｅｋ 　（ｘ∈Ｈ）．

　 　 １５． 设 Ｐ１，Ｐ２为可交换的投影算子，则 Ｐ ＝ Ｐ１ ＋Ｐ２ －Ｐ１ Ｐ２也是投影算子，且 Ｐ≥Ｐ１，Ｐ≥Ｐ２ ．
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当任一投影算子 Ｑ 满足 Ｑ≥Ｐ１，Ｑ≥Ｐ２时，则必满足 Ｑ≥Ｐ．

　 　 １６． 设｛Ｐｎ｝
∞
ｎ ＝ １是投影算子列，Ｐ 是投影算子，证明：Ｐｎ →

弱
Ｐ 的充要条件是 Ｐｎ →

强
Ｐ．

　 　 １７． 设
∞

ｎ ＝ ０
αｎ ｚ

ｎ
是幂级数，收敛半径为 Ｒ，０＜Ｒ≤∞ ．若 Ａ∈Ｂ（Ｈ）且‖Ａ‖＜Ｒ，证明：存在∈

Ｂ（Ｈ），使得对任意的 ｘ，ｙ∈Ｈ，

（Ｔｘ，ｙ）＝ 
∞

ｎ ＝ ０
αｎ（Ａ

ｎ ｘ，ｙ）

（若 ｆ（ｚ）＝ 
∞

ｎ ＝ ０
αｎ ｚ

ｎ
，则算子 Ｔ 通常记为 ｆ（Ａ））．

　 　 １８． 设 Ａ 与 Ｔ 如 １７ 题，证明： Ｔ－
ｎ

ｋ ＝ ０
α ｋ Ａ

ｋ →０（ｎ→∞）．若 ＢＡ ＝ ＡＢ，证明：ＢＴ ＝ ＴＢ．

　 　 １９． 若 Ａ 是自伴算子，证明 ｅｉＡ是酉算子 ．

　 　 ２０． 设 φ 是内积空间上的双线性泛函，如果

ｓｕｐ
‖ｘ‖ ＝ １

φ（ｘ，ｘ） ＜∞，

则 φ 是否有界？

　 　 ２１． 若 Ｔ 是紧自伴算子，证明：存在一实数列｛μｎ｝和 Ｎ（Ｔ）
⊥的一正规直交基｛ｅｎ｝，使得对

任意 ｈ，有

Ｔｈ ＝
∞

ｎ ＝ １
μｎ（ｈ，ｅｎ）ｅｎ ．

　 　 ２２． 设 Ｔ 是紧自伴算子，｛ｅｎ｝和｛μｎ｝如 ２１ 题，ｈ 是 Ｈ 中的给定向量，证明：存在一向量 ｆ∈

Ｈ 使 Ｔｆ ＝ ｈ 的充要条件是 ｈ⊥Ｎ（Ｔ）且
∞

ｎ ＝ １
μ－１ｎ （ｈ，ｅｎ）

２ ＜∞ ．

　 　 ２３． 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），证明：Ｔ 是等距算子的充要条件是‖Ｔｘ‖ ＝‖ｘ‖ ．

　 　 ２４． 若 Ｈ 是有限维的，证明：Ｈ 上的每一个等距算子都是酉算子 ．

　 　 ２５． 设｛Ｅλ｝λ∈Ｒ是 Ｈ 中的谱系，对每个实数 ｔ，作 Ｈ 中的算子

Ｕ（ｔ）＝ ∫ ｅｉｔλ ｄＥλ ．
证明：Ｕ（ｔ）是 Ｈ中的酉算子，且｛Ｕ（ｔ），－∞ ＜ｔ＜＋∞｝是 Ｈ中的单参数群，即 Ｕ（ｔ１ ＋ｔ２）＝ Ｕ（ｔ１）Ｕ（ｔ２），
－∞ ＜ｔ１ ＜ｔ２ ＜＋∞ ．

　 　 ２６． 设 Ｔ 是正规算子，证明：Ｔ 是单射的充要条件是 Ｔ 的值域在 Ｈ 中稠密 ．

　 　 ２７． 设 μ 是 Ｄ ＝｛ｚ∈Ｃ ｚ ＜１｝上的面积测度，定义 Ａ：Ｌ２（μ）→Ｌ２（μ）为

（Ａｆ）（ｚ）＝ ｚｆ（ｚ）， ｚ ＜１，ｆ∈Ｌ２（μ）．

找出 Ａ 的一个非平凡的约化子空间和一个非约化的不变子空间 ．

　 　 ２８． 证明本章 § ４ 例 ３．

　 　 ２９． 证明本章 § ４ 例 ４．

　 　 ３０． 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ），证明 Ｔ 是正规算子的充要条件是存在酉算子 Ｕ 和正算子 Ｐ，使 Ｔ ＝ ＵＰ

及 ＵＰ ＝ ＰＵ．
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　 　 ３１． 设 Ｔ∈Ｂ（Ｈ）是正规算子，Ｔ ＝ Ｔ１ ＋ｉＴ２，Ｔ１与 Ｔ２为 Ｔ 的实部与虚部，证明：

　 　 （ｉ）‖Ｔ‖ ２ ＝‖Ｔ Ｔ‖ ＝‖Ｔ ２１ ＋Ｔ
２
２‖；

　 　 （ｉｉ）当 ｎ 是正整数时，‖Ｔｎ‖ ＝‖Ｔ‖ ｎ
；

　 　 （ｉｉｉ）当 λ∈ρ（Ｔ）时，‖（λＩ－Ｔ）－１‖ ＝
１

ｍｉｎ
ｚ∈σ（Ｔ）

λ－ｚ
．

·７６１·习 　 题 　 三




