
第 ３ 章
多自由度系统的振动

需要 １ 个以上的广义坐标描述其运动的振动系统称为多自由度振动系统，１
个 N 自由度振动系统需要 N 个独立的坐标描述其运动，其振动需要 N 个二阶常
微分方程构成的微分方程组来描述。 两自由度系统是最简单的多自由度系统，
需要 ２ 个独立的广义坐标描述其运动，其振动需要 ２ 个二阶常微分方程描述。

系统的自由度从 １ 到 ２，会带来很多新的概念，系统也会具有一些新的性
质；系统的自由度从 ２ 到 N（N＞２），虽然系统的自由度数量增加，但分析方法基
本是相同的。 对于多自由度系统的分析一般可以通过对两自由度振动系统的分
析进行说明。

３．１　引　　言
以两自由度系统的振动为例，通过牛顿第二运动定律建立系统的振动微分

方程。 考虑图 ３－１ 所示的两自由度振动系统的一般情形，系统的质量分别为 m１
和 m２ ，分别用广义坐标 x１ 和 x２ 描述系统的质量 m１ 和 m２ 的运动，质量 m１ 和 m２
所受到的激励力分别为 F１ 和 F２。 在图示的广义坐标下，质量 m１ 和 m２ 的受力

情况如图 ３－２ 所示。 对质量 m１ 和 m２ 分别应用牛顿第二运动定律，有

图 ３－１　典型的两自由度系统



图 ３－２　两自由度系统的受力分析

m１ x·· １ ＝k２（x２－x１ ）－k１ x１＋c２（ x· ２ －x· １ ）－c１ x· １ ＋F１

m２ x·· ２ ＝－k２（x２－x１）－k３ x２－c２（ x· ２－x· １ ）－c３ x· ２＋F２

整理上式得到

m１ x·· １＋（c１＋c２ ） x· １－c２ x· ２＋（k１＋k２）x１－k２ x２ ＝F１

m２ x·· ２－c２ x· １＋（c２＋c３） x· ２－k２ x１＋（k２＋k３ ）x２ ＝F２
（３－１）

上式就是两自由度振动系统的振动微分方程。 如果给定初始条件：
x１（０）＝x１０ ，　x２（０）＝x２０ ，　x· １（０）＝x· １０，　x· ２（０）＝x· ２０ （３－２）

就可以求解该微分方程得到系统的响应。 式（３－１）及式（３－２）通常用矩阵
和向量表示为

m１ ０
０ m２

x·· １

x·· ２
＋ c１＋c２ －c２

－c２ c２＋c３
x· １

x· ２
＋ k１ ＋k２ －k２

－k２ k２＋k３
x１
x２

＝ F１

F２

x１（０）
x２（０） ＝ x１０

x２０
， x

·
１（０）
x· ２（０） ＝ x· １０

x· ２０

（３－３）
将上式推广到一般情况，假设有 N 个质量 m１ 、m２ 、…、mN ，分别通过 k１ 和

c１、k２ 和 c２ 、…、kN 和 cN 串联，N 个质量受到的力分别为 F１ 、F２ 、…、FN ，如图 ３－３
所示。 根据上面的分析，对于图 ３－３ 所示的多自由度系统的振动微分方程，可
以使用矩阵的形式表示为：

图 ３－３　典型的多自由度振动系统
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Mx·· （ t）＋Cx· （ t）＋Kx（ t）＝F（ t） （３－４）

其中：M＝
m１

m２

筹
mN

，C＝
c１ ＋c２ －c２
－c２ c２＋c３ －c３

－c３ 筹 －cN
－cN cN＋cN＋１

，

K＝
k１＋k２ －k２
－k２ k２＋k３ －k３

－k３ 筹 －kN
－kN kN＋kN＋１

，F（ t）＝
F１（ t）
F２（ t）

FN（ t）

给定的初始条件表示为

x０ ＝x（０）＝ x１（０） x２（０） … xN（０） Ｔ

x· ０ ＝x· （０）＝ x· １（０） x· ２（０） … x· N（０） Ｔ （３－５）
式（３－４）中，M 称为质量矩阵（mass matrix），表示系统对广义坐标的质量，

C称为阻尼矩阵（damping matrix），K称为刚度矩阵（stiffness matrix），x（ t）是系
统的位移向量（displacement vector），x· （ t）是系统的速度向量（velocity vector），
x·· （t）是系统的加速度向量（acceleration vector），F（ t）是系统的激励力向量
（force vector）。 式（３－５）中，x０ 为系统的初始位移，x· ０ 为系统的初始速度，二者构
成系统的初始条件（ initial conditions）。 显然，上面的各个向量的维数与系统的自
由度数相等。 式（３－４）表示力的关系，因此称为作用力方程（force equation）。

显然，当式（３－４）适用于直线运动的多自由度振动系统时，质量矩阵的元素
是质量，阻尼矩阵的元素是阻尼，刚度矩阵的元素是刚度；位移向量的元素是直
线位移，激励力向量的元素是力；初始位移向量的元素是直线位移，初始速度向
量的元素是直线速度。 根据扭转振动系统与直线位移振动系统的一致性，当上
式用于系统的扭转振动时，质量矩阵的元素是转动惯量，阻尼矩阵的元素是扭转
阻尼，刚度矩阵的元素是扭转刚度；位移向量的元素是角位移，激励力向量的元
素是力矩；初始位移向量的元素是角位移，初始速度向量的元素是角速度。

进一步推广，当系统中既有直线运动振动系统的质量，又有扭转振动的转动
惯量的时候，系统的振动微分方程要求在形式上满足单位上的一致性。 如果式
（３－３）和式（３－４）中的第 i（１≤i≤N）行所对应的是某个质量的振动微分方程，
则该行是关于力的方程；如果式（３－３）和式（３－４）中的第 i（１≤ i≤N）所对应的
是某个转动惯量的振动微分方程，则该行是关于力矩的方程。 所以，描述多自由
度振动系统的广义坐标可能有直线位移，也可能有角位移，所以多自由度振动系
统的方程组中既可能有关于力的微分方程，也可能有关于力矩的微分方程。

153．1　引　　言



对于多自由度系统的振动，虽然系统中存在质量和转动惯量、阻尼和扭转阻
尼、刚度和扭转刚度、力和力矩、直线位移和角位移、直线速度和角速度、直线加
速度和角加速度，但是为了叙述方便，在不特别说明的情况下，常常将上述参量
分别用质量、阻尼、刚度、力、位移、速度和加速度表示。

对于多自由度振动系统的微分方程组，可以发现，阻尼矩阵和刚度矩阵的非
对角线元素往往不为零。 这说明与该元素相对应的两个质量元素之间的运动存
在相互作用，该相互作用是通过质量、弹簧或者阻尼来实现的，这种现象称为多
自由度振动系统元素之间的耦合（ coupling）。 对于多自由度振动系统，必然存
在阻尼或者弹簧的耦合。 在式（３－３）和式（３－４）中，耦合表现为阻尼矩阵或者
刚度矩阵存在非零的非对角线元素。 如果一个 N（N＞１）自由度振动系统中不存
在任何耦合，该系统实际上就是 N 个单自由度振动系统。 在某些情况下，可以
通过坐标变换（coordinate translation）的方法将多自由度系统的耦合消除，从而
将多自由度振动系统问题转换为单自由度系统的振动问题。

３．２　多自由度系统振动微分方程的建立
对于多自由度振动系统，对直线运动的质量应用牛顿第二定律，对于转动运

动的转动惯量应用动量矩定理，可以得到系统的振动微分方程，但是这种建立系
统振动微分方程的方法工作量大，对于结构复杂的系统的适应性差。 影响系数
法（ influence coefficient method）是确定系统的质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵
的一种直观和快速的方法，可以在建立质量矩阵、刚度矩阵和阻尼矩阵的基础上
确定系统的振动微分方程。 拉格朗日方程（Lagrange equation）允许使用统一
的方法建立系统的振动微分方程，是一种系统化方法。
3．2．1　影响系数法

系统的质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵可以通过影响系数法确定。
考虑图 ３－４ 所示三自由度振动系统，说明通过影响系数法确定刚度矩阵的

方法。 该方法首先要求分别给各广义坐标下的质量以单位位移。

图 ３－４　典型的三自由度振动系统
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首先，给广义坐标 x１ 下的质量 m１ 单位位移 x１ ＝１，其他广义坐标下的质量
的位移为零，则各个质量的受力如图 ３－５ａ所示：

要使系统保持平衡，施加于三个质量的力 k１１ 、k２１和 k３１分别应为
k１１ ＝k１＋k２ ，　k２１ ＝－k２　，k３１ ＝０

同样，给广义坐标 x２ 下的质量 m２ 单位位移 x２ ＝１，其他广义坐标下的质量
位移为零，则施加于各广义坐标下的质量的力如图 ３－５ｂ 所示，则得到

k１２ ＝－k２ ，　k２２ ＝k２＋k３ ，　k３２ ＝－k３
同样，给广义坐标 x３ 下的质量 m３ 单位位移 x３ ＝１，其他广义坐标下的质量

位移为零，则施加于各广义坐标下的质量的力如图 ３－５ｃ 所示，则得到

图 ３－５　单位位移下的质量的受力分析

k１３ ＝０，　k２３ ＝－k３ ，　k３３ ＝k３＋k４
上述确定的各个力用矩阵表示，有

k１＋k２ －k２ ０
－k２ k２＋k３ －k３
０ －k３ k３＋k４

推广上述方法到一般。 对于任意的 N 自由度的振动系统，其各个质量的位
移用坐标向量 x表示为
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x＝［x１　x２　…　xN ］ Ｔ

刚度矩阵 K 的形式为

K＝
k１１ k１２ … k１N
k２１ k２２ … k２N
  … 
kN１ kN２ … kNN

令第 j个广义坐标下的质量产生沿坐标方向的单位位移，其他质量的位移
为 ０，令 k ij表示由于第 j个广义坐标下的质量 m j 产生沿坐标方向的单位位移而
在第 i个广义坐标下的质量 m i 上产生的弹簧作用力，则此时振动微分方程中表
示弹簧作用力的部分 Kx 为

Kx＝［k１ j　k２ j　…　kNj］ Ｔ （３－６）
根据作用力与反作用力的关系，要使系统在该单位位移下维持静止，需要对

系统施加的力应为 k１ j k２ j … kNj Ｔ。
考虑到刚度可以定义为单位变形所需的作用力，系统的刚度矩阵的元素 k i j

的物理意义可理解为：如果使第 j 个广义坐标下的质量 m j 产生单位位移，并要
使系统保持不动，就需要给第 i 个广义坐标下的质量 m i 施加的作用力为 k ij，称
k ij为刚度影响系数（ stiffness influence coefficient）。 根据刚度影响系数的物理
意义，可以通过刚度影响系数直接写出刚度矩阵的各列向量。 根据刚度矩阵元
素的定义，对于 i≠j，由作用力和反作用力大小相等的关系，可得 k ij ＝k ji，所以刚
度矩阵一般是对称阵。 根据图 ３－５ 确定的矩阵实际上就是图 ３－４ 所示振动系
统的刚度矩阵。

可以用影响系数法确定振动系统的质量矩阵。 图 ３－４ 所示的振动系统的
质量矩阵可以通过图 ３－６ 说明。 分别给各广义坐标下的质量以单位加速度。

首先，给广义坐标 x１ 下的质量 m１ 单位加速度 x·· １ ＝１，其他广义坐标下质量
的加速度为零，如图 ３－６ａ 所示，根据牛顿第二运动定律，要使系统保持单位加
速度，施加于三个质量 m１ 、m２ 和 m３ 上的力分别应为：m１１ ＝m１，m２１ ＝０，m３１ ＝０。

同样，给广义坐标 x２ 下的质量 m２ 单位加速度 x·· ２ ＝１，其他广义坐标下的质
量的加速度为零，如图 ３－６ｂ，同样得到：m１２ ＝０，m２２ ＝m２ ，m３２ ＝０。

同样，给广义坐标 x３ 下的质量的单位加速度 x·· ３ ＝１，其他广义坐标下质量的
加速度为零，如图 ３－６ｃ，同样得到：m１３ ＝０，m２３ ＝０，m３３ ＝m３ 。

上述确定的各个力用矩阵表示，有
m１ ０ ０
０ m２ ０
０ ０ m３
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图 ３－６　单位加速度下的质量的受力分析

推广上述方法到一般情况。 对于 N 自由度的振动系统，系统中各广义坐标
下质量的加速度用坐标向量 x·· 表示为： x·· ＝ x·· １ x·· ２ … x·· N Ｔ。

振动系统的质量矩阵 M的形式为

M＝
m１１ m１２ … m１N

m２１ m２２ … m２N

  … 
mN１ mN２ … mNN

令其第 j个广义坐标下质量 m j 单位加速度，其他广义坐标下质量的加速度
为零，令 m i j表示由于第 j个广义坐标下质量 m j 产生单位加速度而在第 i 个广义
坐标下质量 m i 上产生的惯性力，则此时振动微分方程中表示惯性力的部分 Mx··
为

Mx·· ＝ m１ j m２ j … mNj Ｔ （３－７）
所以，根据牛顿第二运动定律，要使系统维持该加速度，需要对系统施加的

力应为 m１ j m２ j … mN j Ｔ。
考虑到质量可以定义为使其产生单位加速度所需要的力，系统的质量矩阵的
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元素 mij的物理意义可以理解为：如果使第 j 个广义坐标下质量 m j 产生单位加速
度，且要质量 m i 保持这个加速度，则需要沿第 i个广义坐标下的质量 mi 的坐标方
向需要施加的作用力为 mi j，称为质量影响系数（mass influence coefficient）。 根据
质量影响系数的物理意义，可以确定质量矩阵的各列向量。 实际上，由于一个质量
的加速度一般不会在其他质量产生任何作用力，质量矩阵一般为对角阵。

如果系统的阻尼是粘性阻尼，也可以通过相似的方法确定系统的阻尼矩阵。
粘性阻尼系数定义为产生单位速度所需的力。 因此系统的阻尼矩阵元素 c ij的物
理意义可以理解为：如果第 j 个下的质量具有单位速度，要使质量 m i 保持这个
速度，则需要沿第 i 个广义坐标下的质量 m i 的坐标方向施加的作用力 c ij，称 c i j
为阻尼影响系数。 根据阻尼影响系数的物理意义，可以确定阻尼矩阵的列向量，
进而确定阻尼矩阵。 对于粘性阻尼系统。 根据上述方法，对于图 ３－４ 所示的振
动系统，可以确定系统的阻尼矩阵 C 为

C＝
c１ ＋c２ －c２ ０
－c２ c２＋c３ －c３
０ －c３ c３＋c４

需要说明：应用影响系数法确定阻尼矩阵的前提是系统的阻尼为粘性阻尼。
上述分析说明，在建立广义坐标的基础上，通过影响系数法可确定系统的质

量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵，再给定系统受到的激励力向量，则可以直接写出
如式（３－４）的系统振动微分方程。

图 ３－７　例 ３．１图

例 3．1　用影响系数法求图 ３－７ 所示系统的质
量矩阵和刚度矩阵。 分别用 x 和 θ作为质量 m 和转
动惯量 I的广义坐标。

解：求质量矩阵。 令广义坐标 x下的质量 m 单位
加速度 x·· ＝１，广义坐标 θ下的转动惯量 I零角加速度
θ·· ＝０，如图 ３－８ａ 所示，要使系统维持该加速度，则需
要给质量 m 施加的力的大小为 m，需要给转动惯量 I
施加的力矩为 ０，所以质量矩阵的第一列为 m ０ Ｔ。

同理，令广义坐标 θ下的转动惯量 I 单位角加速
度 θ·· ＝１，广义坐标 x 下的质量 m 零加速度 x·· ＝０，如
图 ３－８ｂ 所示。 要使系统维持这种加速度，则需要给质量 m 施加的力为 ０，需要
给转动惯量 I 施加的力矩大小为 I，所以质量矩阵的第二列为［０　I］ Ｔ。 所以质
量矩阵为

M＝ m ０
０ I
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图 ３－８　单位加速度下系统的受力分析

求刚度矩阵。 给广义坐标 x 下的质量 m 单位位移 x＝１，广义坐标 θ下的转
动惯量 I零角位移 θ＝０，如图 ３－９ａ 所示，要使系统维持这种位移，则需要给质量
m 施加的力为 k，需要给转动惯量 I 施加的力矩为－k１ r，所以刚度矩阵的第一列
为 k１ －k１ r Ｔ。

令广义坐标 θ下的转动惯量 I单位角位移 θ＝１，广义坐标 x 下的质量 m 零
位移 x＝０，如图 ３－９ｂ所示，要使系统维持该位移，则需要给质量 m 施加的力为
－k１ r，需要给转动惯量 I施加的力矩大小为（k１＋k２ ） r２ ，所以刚度矩阵的第二列为
－k１ r （k１＋k２ ） r２ Ｔ。 所以刚度矩阵为

K＝ k１ －k１ r
－k１ r （k１＋k２ ） r２

图 ３－９　单位位移下质量的受力分析
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确定了系统的质量矩阵和刚度矩阵，再给定初始条件和激励力向量，则可以
直接写出系统的无阻尼振动微分方程。
3．2．2　拉格朗日方程

拉格朗日方程适用于具有完整约束（holonomic constraint）的系统。 所谓
完整约束指的是约束方程中不含确定系统位置的坐标的微商，或含有坐标的微
商但可直接积分成为不含坐标微商的约束。 例如一被限制在半径为 R 的球面
上运动的质点，约束方程为

x２＋y２＋z２－R２ ＝０
该约束就是完整约束。

用 x１ ，x２，…，xN 表示一个具有完整约束系统的 N 自由度系统的广义坐标，
广义坐标下的质量分别为 m１、m２ 、…、mN ，则系统的动能 T（ x· １ ，x· ２ ，…，x· n）为

T（x· １，x· ２，…，x· n） ＝１
２ 钞

N

i ＝１
m i x· ２

i ＝１
２ x

· ＴMx· （３－８）

其中，x· ＝ x· １ x· ２ … x· N
Ｔ，M为系统的质量矩阵。

系统的势能表示为 U（x１，x２ ，…，xn）为
U（x１，x２，…，xn） ＝１

２ 钞
N

i ＝１ 钞
N

j ＝１
k ijx ix j ＝１

２ x
ＴKx （３－９）

其中，x＝ x１ x２ … xN Ｔ，K 为系统的刚度矩阵。
拉格朗日函数（Lagrange function）L（x１，x２，…，xn，x· １ ，x· ２ ，…，x· n）定义为

L＝T－U （３－１０）
针对具有粘性阻尼的振动系统，定义系统的能量耗散函数为

D ＝１
２ 钞

N

i ＝１ 钞
N

j ＝１
c ij x· i x· j ＝１

２ x
· ＴCx· （３－１１）

其中，x· ＝ x· １ x· ２ … x· N
Ｔ，C 为系统的阻尼矩阵，则系统的拉格朗日方程为：

ｄ
ｄt

抄L
抄x· i －抄L抄x i＋

抄D
抄x i ＝F i （３－１２）

其中，F i 为系统的施加于广义坐标 x i 的广义激励力。 式（３－１２）实际上就是多
自由度振动系统的振动微分方程，即

Mx·· （ t）＋Cx· （ t）＋Kx（ t）＝F（ t） （３－１３）
其中，F（ t）为系统的激励力向量，F（ t）＝ F１（ t） F２（ t） … FN（ t） Ｔ。

显然，如果采用相同的广义坐标，用拉格朗日方程建立的振动微分方程与运
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用牛顿第二运动定律建立的振动微分方程是完全相同的。 运用拉格朗日方程建
立系统的振动微分方程时，对由质量和转动惯量组成的多自由度振动系统允许
使用统一的形式写出拉格朗日函数，再由拉格朗日方程得到系统的振动微分方
程。

对于自由振动的系统，激励力为零，拉格朗日方程的形式为
ｄ
ｄt

抄L
抄x· i －抄L抄x i＋

抄D
抄x i ＝０ （３－１４）

对于无阻尼自由振动的系统，能量耗散函数为 ０，拉格朗日方程的形式为：
ｄ
ｄt

抄L
抄x· i －抄L抄x i ＝０ （３－１５）

例 3．2　对于图 ３－１ 所示的二自由度振动系统，采用拉格朗日方程建立系
统的自由振动微分方程。

解：取 x１ 和 x２ 作为广义坐标。
系统在任意时刻的动能为 T＝１

２ m１ x· ２
１＋１

２ m２ x· ２
２

系统在任意时刻的势能为 U＝１
２ k１ x

２
１＋１

２ k２ x
２
１＋１

２ k２ x
２
２－k２ x１ x２＋１

２ k３ x
２
２

拉格朗日函数为

L＝T－U＝ １
２ m１ x· ２

１ ＋１
２ m２ x· ２

２ － １
２ k１ x

２
１＋１

２ k２ x
２
１＋１

２ k２ x
２
２－k２ x１ x２＋１

２ k３ x
２
２

粘性阻尼的能量耗散函数为 D＝１
２ c１ x

· ２
１＋１

２ c２ x
· ２

１－c２x· １ x· ２＋１
２ c２ x

· ２
２＋１

２ c３ x
· ２

２

对 x１ 应用拉格朗日方程有 m１ x·· １＋（c１＋c２ ） x· １－c２x· ２＋（k１ ＋k２）x１－k２ x２ ＝F１

对 x２ 应用拉格朗日方程有 m２ x·· ２－c２x· １＋（c２ ＋c３ ） x· ２－k２ x１＋（k２＋k３）x２ ＝F２
则系统的振动微分方程为

m１ x·· １＋（c１＋c２ ） x· １－c２x· ２＋（k１＋k２ ）x１－k２ x２ ＝F１

m２ x·· ２ －c２x· １＋（ c２＋c３） x· ２－k２ x１ ＋（k２＋k３ ）x２ ＝F２

例 3．3　用拉格朗日方程建立图 ３－７ 所示系统的振动微分方程。
解：分别取 x 和 θ作为质量 m 和转动惯量 I的广义坐标。
系统在任意时刻的动能为 T＝１

２ mx
· ２＋１

２ Iθ
· ２

系统在任意时刻的势能为 U＝１
２ k１ （x－rθ）

２＋１
２ k２ （ rθ）

２
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系统的拉格朗日函数为

L＝T－U＝１
２ mx

· ２＋１
２ Iθ

· ２－１
２ k１ （x－rθ）

２－１
２ k２ （ rθ）

２

对 x 应用拉格朗日方程有 mx·· ＋k１ x－k２ rθ＝F
对 θ应用拉格朗日方程有 Iθ·· －k１ rx＋（k１＋k２ ） r２ θ＝M
则系统的振动微分方程为

mx·· ＋k１ x－k１ rθ＝F
Iθ·· －k１ rx＋（k１ ＋k２） r２ θ＝M

即质量矩阵为：M＝ m ０
０ I

，刚度矩阵为：M＝
k１ －k１ r
－k１ r （k１＋k２ ） r２

，广义力

为：F＝ F M Ｔ。
总结应用拉格朗日方程建立系统的振动微分方程的步骤：
（１） 确定系统的自由度 N 以及 N 个独立的广义坐标 x１ ，x２ ，…，xN ；
（２） 基于广义坐标计算系统的动能函数 T 和势能函数 U 和能量耗散函数

D，写出系统的拉格朗日函数 L；
（３） 确定各个广义坐标下的激励力，针对各个广义坐标应用拉格朗日方程，

得到关于各个广义坐标的振动微分方程。
如果应用对象是无阻尼振动系统，则在应用上述步骤时，不必考虑能量耗散

函数；如果应用对象是自由振动系统，则不必考虑系统的激励力。

３．３　多自由度系统的无阻尼自由振动

3．3．1　固有振动
固有振动是系统以简谐振动形式表现的振动，是由系统的质量和刚度参数

决定的系统振动形态。 研究固有振动是确定振动系统的固有特性的方法。
令式（３－４）中 C＝O，F＝O，得到 N自由度系统的无阻尼自由振动微分方程：

Mx·· （ t）＋Kx（ t）＝O （３－１６）
多自由度系统进行固有振动时，各个坐标的振动是同步的简谐振动，即

x i＝A iｓｉｎ （ωt＋φ）　（ i＝１，２，３，…，N） （３－１７）
用向量表示为

06 第 3章　多自由度系统的振动



x＝Aｓｉｎ（ωt＋φ） （３－１８）
其中，A＝［A１ A２ … AN ］ Ｔ。

将式（３－１８）代入式（３－１６），并消去系数 ｓｉｎ（ωt＋φ），得到
（K－ω２M）A＝O （３－１９）

上式是一个关于向量 A 的齐次线性方程组，根据齐次线性方程组解的理
论，若 A≠O 满足上式，必须使其系数行列式等于零，即

K－ω２M ＝０ （３－２０）
上式是一个关于 ω２

的 N 次方程，称为振动系统的特征方程 （ character
equation），ω２

称为方程的特征值（eigenvalue）。 该方程的 N 个解就是 N 自由度
系统的 N 个特征值，特征值的算术平方根就是振动系统的固有频率，一个 N 自
由度振动系统有 N 个固有频率。 令方程的特征值按照升序排列如下：

０＜ω２
１≤ω２

２≤…≤ω２
N

则第 i个特征根 ω２
i 算术平方根就是系统的第 i阶固有频率。

满足式（３－１９）的向量 A 称为特征向量。 对应于方程（３－１９）单根的特征值
ω２
i ，特征向量为A i，则有

（K－ω２
iM）A i＝O （３－２１）

如果特征值 ω２
i 是方程（３－１９）的单根，则矩阵 K－ω２

iM 的秩为 N－１，所以存
在满足式（３－２１）的非零特征向量Abi ＝ Ab１ Ab２ … AbN

Ｔ。 令
A i＝A

b
i

AbN
＝１
AbN
Ab１ Ab２ … AbN ＝ A１ A２ … １

这种通过规定某个具体元素的值而确定其他各个元素的值的过程称为向量

的归一化。 如果A i 是方程（３－２１）的解，任给非零常数 a i，有 a A i 是方程（３－２１）
的解。 显然，对于一个 N 自由度振动系统，存在 N 个固有频率，所以可以确定 N
个特征向量。 由第 i 阶固有频率 ωi，相应的特征向量 a A i，给定 φi，代入式（３－
１８）得到满足式（３－１７）的振动系统的解：

x i＝aA iｓｉｎ（ωi t＋φi） （３－２２）
上式即为振动系统在第 i阶固有频率 ωi 的振动形态，称为系统的第 i 阶主

振动（principal vibration），说明系统各个质量都以固有频率 ωi 振动，且相位滞
后相同，振幅满足

x１
A１

＝x２A２
＝…＝xNAN （３－２３）

即第 i阶主振动下各个质量的振幅与A i 中各个元素成比例，所以向量A i 描
述了在第 i阶主振动时各个质量的振动形态，称A i 为第 i 阶主振型 （ normal
mode），又常称为模态（modal）。 这说明，在以第 i 阶固有频率 ωi 振动时，虽然
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各个质量振动的实际幅值是不确定的，但是各个质量的振动的幅值与A i 中各个
元素成比例。 振动系统的固有频率取决于质量矩阵和刚度矩阵，主振型也是由
质量矩阵和刚度矩阵决定的，是系统固有的振动性质。

多自由度振动系统的主振型具有正交性。 由式（３－２１），对于任一固有频率
ωi 及相应的主振型A i，有（K－ω２

iM）A i＝O，即：
K A i＝ω２

iM A i （３－２４）
同理，对固有频率 ωj 及相应的主振型A j，有

K A j＝ω２
j M A j （３－２５）

对式（３－２４）转置，且同时右乘于A j，并注意到 M 和 K 都是对称矩阵，有
AＴ
i K A j＝ω２

i AＴ
i M A j （３－２６）

对式（３－２５）左乘于AＴ
i ，有

AＴ
i K A j＝ω２

j AＴ
i M A j （３－２７）

将式（３－２６）与式（３－２７）相减得到
（ω２

i －ω２
j ）AＴ

i M A j＝O （３－２８）
如果 ωi≠ωj，表示A i 和A j 是对应不同频率的主振型，则必有

AＴ
i M A j＝O （３－２９）

上式代入式（３－２６）或者式（３－２７）中，得到
AＴ
i K A j＝O （３－３０）

式（３－２９）和式（３－３０）说明，对于不同固有频率的主振型关于质量矩阵和
刚度矩阵正交，这就是多自由度振动系统的主振型的正交性。

如果 ωi＝ωj，即对于同一频率的主振型，定义
AＴ
i M A i ＝Mｐ

i （３－３１）
AＴ
i K A i＝K ｐ

i （３－３２）
则 Mｐ

i 称为系统的第 i阶主质量，Kｐ
i 称为系统的第 i 阶主刚度。 不难证明，主质

量、主刚度与系统的固有频率之间满足如下关系：
Kｐ
i ＝ω２

i Mｐ
i （３－３３）

定义振型矩阵：A＝ A１ A２ … AN ，根据主振型的正交性，结合式（３－
３１）和式（３－３２），分别可以得到

AＴMA＝Mｐ （３－３４）
AＴKA＝Kｐ （３－３５）

其中：Mｐ ＝
Mｐ

１ ０ … ０
０ Mｐ

２ … ０
  筹 
０ ０ … Mｐ

N

，Kｐ ＝
Kｐ

１ ０ … ０
０ Kｐ

２ … ０
  筹 
０ ０ … K ｐ

N

。
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这里称Mｐ
为主质量矩阵，称Kｐ

为主刚度矩阵，它们都是对角阵。 根据式
（３－３３），主质量矩阵和主刚度矩阵满足如下关系：

Kｐ ＝ΛMｐ （３－３６）

其中：Λ＝
ω２

１ ０ … ０
０ ω２

２ … ０
  筹 
０ ０ … ω２

N

，显然，Λ为对角阵，其对角元素是各阶固有频率的

平方。 Λ常被称为谱矩阵，它反映了振动系统的固有频率。
例 3畅4　考虑两自由度系统的无阻尼自由振动。 系统如图 ３－１０ 所示，m１ ＝

m２ ＝m，k１ ＝k３ ＝k，k２ ＝４k。 求系统的固有频率和主振型。

图 ３－１０　两自由度无阻尼自由振动系统模型

解：系统为两自由度振动系统，具有两个固有频率和两个相应的主振型。
系统的质量矩阵和刚度矩阵分别为

M＝ m１ ０
０ m２

＝ m ０
０ m

，K＝ k１＋k２ －k２
－k２ k２＋k３ ＝ ５k －４k

－４k ５k
系统的特征方程为 K－ω２M ＝ ５k－mω２ －４k

－４k ５k－mω２ ＝０

解此方程得到系统的固有频率 ω１ ＝ k
m ，ω２ ＝３ k

m

图 ３－１１　主振型示意

由 ω１ ＝ k
m ，求解得到系统的第一阶主振型为A１ ＝［１ １］ Ｔ

由 ω２ ＝３ k
m ，求解得到系统的第二阶主振型

为A２ ＝［－１ １］ Ｔ

系统的两阶振型如图 ３－１１ 所示。
当系统的固有频率全部不相等时，相应的固有

振动和主振型也是全部不同的。 实际的振动系统的
特征方程可能具有两个或者以上相同的固有频率，
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即特征方程有重根。 假设 ω２
是 N 自由度振动系统特征方程的 r（ r＜N）重根，即
ω２

１ ＝ω２
２ ＝…＝ω２

r ＝ω２ （３－３７）
则对应于这个 r重根，存在 r个相互正交的主振型。 将 ω２

代入式（３－１９）中，有
（K－ω２M）A i＝0

由于 ω２
方程的 r重根，则矩阵 K－ω２M 的秩为 N－r，根据齐次线性方程组解

的理论，存在并可以求得满足上面方程的 r个线性无关的解A１，A２ ，…，A r。 可以
通过下面的施密特正交化方法得到关于质量矩阵正交的基础解A１ ，A２，…，Ar：

（１） 取A１ ＝A１

（２） 当 ２≤k≤r， Ak ＝钞k－１

i ＝１

－AＴ
i M A k

AＴ
i M A i

A i ＋Ak 　（２≤k≤r）

可以证明，A１ ，A２，…，A r 不仅关于质量矩阵正交，而且关于刚度矩阵正交。
但是，一般情况下，A１ ，A２ ，…，A r 关于阻尼矩阵不是正交的。

再通过对A１，A２，…，A r 进行归一化处理，得到A１ ，A２，…，A r，这就是关于 r
重根的相互正交的主振型。 不仅 r 重根相应的 r 个主振型正交，而且与其他固
有频率相应的主振型也是相互正交的。 这样，就得到振动系统的 N 个相互正交
的主振型。

如果一个振动系统的某个振动形态不会导致系统的弹簧产生变形，这时系
统的振动实际上不是简谐振动，而是刚体运动，这实际上就是固有频率为零的情
形。 考虑振动系统的特征方程 K－ω２M ＝０。 假设 ω２ ＝０ 是系统的特征根，即
有： K ＝０。 这说明刚度矩阵奇异，即刚度矩阵是半正定的，则存在非零向量
A０ ＝ A１ A２ … １ Ｔ，满足

（K－ω２M）A０ ＝K A０ ＝0 （３－３８）
显然式（３－３８）说明A０ 是在 ω２ ＝０ 时系统的振型。 此时，易得到

AＴ
０K A０ ＝0 （３－３９）

这说明系统在零频率下振动时候，系统的势能为零，即弹簧无变形，系统做
刚体运动。 令 f（ t）为描述系统做刚体运动的规律，则系统的振动形态为

x（ t）＝A０ f（ t）
将上式代入式（３－１６），并左乘AＴ

０

AＴ
０M A０ f̈ （ t）＋AＴ

０K A０ f（ t）＝0 （３－４０）
注意到 K ＝0，AＴ

０K A０≠0，AＴ
０M A０≠0，则必有 f̈ （ t）＝0，所以
f（ t）＝at＋b （３－４１）
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其中，a，b为常数。
这意味着如果系统存在零固有频率，则系统中还存在为 x（ t）＝A０（at＋b）的

刚体运动。 向量 A０ 为系统在零固有频率时的振型，称为刚体运动振型。
实践中，旋转机械中的轴系、通过弹性装置连接的列车等可以沿某一方向自

由运动的多自由度振动系统都存在零固有频率和相应的主振型。 这类振动系统
的刚度矩阵也都是半正定的。

例 3畅5　考虑图 ３－１２ 所示三自由度列车模型。 其中，m１ ＝m２ ＝m３ ＝m，k１ ＝
k２ ＝k。 列出系统的自由振动微分方程并求系统的固有频率和主振型。

图 ３－１２　有刚体运动的三自由度振动系统模型

解：可以应用多种方法得到系统的振动微分方程。 现应用拉格朗日方程建
立系统的振动微分方程。

给定广义坐标 x＝ x１ x２ x３ Ｔ。 系统在任意时刻的动能为
T＝１

２ m１ x· ２
１＋１

２ m２ x· ２
２＋１

２ m３ x· ２
３ ＝１

２ m x·
２
１＋１

２ m x·
２
２＋１

２ m x·
２
３

系统在任意时刻的势能为

U＝１
２ k１ （x１－x２ ）

２＋１
２ k２ （x３－x２ ）

２ ＝１
２ k （x１－x２ ）

２＋１
２ k （x３－x２ ）

２

系统的拉格朗日函数为

L＝T－U＝１
２ m x·

２
１＋１

２ m x·
２
２＋１

２ m x·
２
３－１

２ k （x１－x２ ）
２ －１

２ k （x３－x２ ）
２

对广义坐标 x１ 应用拉格朗日方程有
mẍ２１＋kx１ －kx２ ＝０

对广义坐标 x２ 应用拉格朗日方程有
mẍ２２－kx１＋２kx２－kx３ ＝０

对广义坐标 x３ 应用拉格朗日方程有
mẍ２３－kx２ ＋kx３ ＝０

则系统的振动微分方程为

Mẍ＋Kx＝0
其中：
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M＝
m１

m２

m３

＝
m
m
m

K＝
k －k
－k ２k －k

－k k
根据线性代数知识，可以发现刚度矩阵 K 奇异，说明系统存在刚体运动，即

固有频率为零的运动。
令 K－ω２M ＝０，求解该方程得到系统的固有频率为

ω２
１ ＝０，ω２

２ ＝km ，ω２
３ ＝k３m

根据 K－ω２
iM A i＝0，求各个固有频率下的主振型。

ω２
１ ＝０ 时，A１ ＝ １ １ １ Ｔ

ω２
２ ＝k３m时，A２ ＝ １ －２ １ Ｔ

ω２
３ ＝km时，A３ ＝ －１ ０ １ Ｔ

系统的振型矩阵为

A＝ A１ A２ A３ ＝
１ １ －１
１ －２ ０
１ １ １

则系统的主质量矩阵和主刚度矩阵分别为

Mｐ ＝AＴMA＝
３m

６m
２m

Kｐ ＝AＴKA＝
０

２k
２k

显然质量矩阵是正定的，而刚度矩阵是半正定的。 刚度矩阵半正定说明系
统的振动中存在刚体运动。

容易验证：Kｐ ＝ΛMｐ。
其中
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Λ＝
ω２

１

ω２
２

ω２
３

＝
０

k
３m

k
m

3．3．2　耦合与解耦
回顾例 ３．１ 发现，如果转动惯量 I位移不为零，质量 m 的位移会在转动惯量

I上产生作用力矩；同样如果质量 m 的位移不为零，转动惯量 I 的位移会在质量
m 上产生作用力。 这种系统中振动元素的相互作用现象实际上就是耦合。 在系
统的振动微分方程中，耦合表现为系统的质量矩阵、刚度矩阵或者阻尼矩阵的非
对角元素不为零。 如果刚度矩阵存在非零的非对角线元素，则称系统存在刚度
耦合；如果质量矩阵存在非零的非对角线元素，则称系统存在惯性耦合。

耦合表明一个广义坐标下的运动对另一个广义坐标下的运动的影响。 以二
自由度系统的刚度耦合为例说明。 假设 K 和K′分别为存在刚度耦合的刚度矩
阵和无耦合的刚度矩阵，即

K＝ k１１ k１２
k２１ k２２

，K′＝ k′１１ ０
０ k′２２

如果仅在第一个广义坐标上产生位移，即 x＝ x１ ０ Ｔ，则有
Kx＝ k１１ k１２

k２１ k２２
x１
０ ＝ k１１ x１

k２１ x１

K′x＝ k′１１ ０
０ k′２２

x１
０ ＝ k′１１ x１０

这说明，不存在刚度耦合时刚度矩阵为对角阵，一个坐标上产生的位移只是
在该坐标上产生弹性力，而不会在其他坐标上产生弹性力；而当存在刚度耦合
时，刚度矩阵不再是对角阵，一个坐标产生的位移不仅在该坐标上产生弹性力，
而且会在其他坐标上产生弹性力。 同理，振动系统中存在惯性耦合时，一个坐标
上的加速度不仅在该坐标上的质量产生惯性力，而且还会在其他坐标上的质量
产生惯性力；当不存在惯性耦合时，一个坐标上的加速度仅对该坐标上的质量产
生惯性力，不会对其他坐标上的质量产生惯性力。

如果振动系统中不存在任何耦合，即 N 自由度振动系统的质量矩阵、阻尼
矩阵和刚度矩阵都是对角阵，则 N 自由度振动系统实际上就化为 N 个独立的单
自由度振动。 那么对单自由度振动的分析方法就可以用来分析多自由度振动系
统，这对于分析多自由度系统是非常有意义的。
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对于无阻尼振动，在确定系统的主振型的前提下，可以将存在耦合的振动通
过线性变换转换为不存在耦合的情况，这一过程称为解耦。

假设A１ ，A２，…，AN 是存在惯性耦合的刚度耦合的 N 自由度无阻尼振动系
统的第 １ 到第 N 阶主振型。 由于A１，A２ ，…，AN 相互正交，它们构成了 N 维向量
空间的一组正交基。 那么对于振动系统的广义坐标 x，一定存在向量 y ＝
y１ y２ … yN Ｔ，可以由 N 个主振型构成的正交基表示为

x＝ y１ A１ y２ A２ … yN AN ＝Ay （３－４２）
将上式代入系统的无阻尼自由振动微分方程（３－１６），并左乘AＴ，可得到

Mｐ ÿ（ t）＋Kｐ y（ t）＝AＴF （３－４３）
上面的振动方程中，质量矩阵和刚度矩阵都是对角阵，没有耦合，实现了解耦。
因此，通过式（３－４２）所示，可以实现无阻尼振动的解耦，把多自由度系统的振动
化成单自由度系统的振动表示形式。 注意在解耦的过程中，激励力的形式由 F
变成AＴF。

同时需要说明的是，上面的解耦过程适用于无阻尼系统。 对于阻尼系统，上
述的解耦过程一般是不能消除阻尼耦合的，因为AＴCA 不一定是对角阵。

解耦将表示系统运动的坐标由广义坐标 x变成坐标 y。 广义坐标 x 为建立
系统的微分方程时定义的坐标，有明确的物理意义，称为物理坐标（physical co-
ordinate）；而坐标 y与系统的主质量矩阵、主刚度矩阵对应，称为主坐标（princi-
pal coordinate）。 虽然主坐标不直观，但是它反映每个主振型对系统振动的实
际作用量，能方便对系统的分析。 实现由广义坐标到主坐标变换的式（３－４２）称
为坐标变换（coordinate transform）。

例 3．6　对例 ３．４ 所示的振动系统解耦，并写出解耦后主坐标下的振动微
分方程。

解：系统的质量矩阵和刚度矩阵分别为
M＝ m ０

０ m
，K＝ ５k －４k

－４k ５k
与系统的固有频率 ω１ ＝ k

m 和 ω２ ＝３ k
m 相应的主振型分别为：A１ ＝

［１ １］ Ｔ，A２ ＝［－１ １］ Ｔ，则振型矩阵为
A＝ １ －１

１ １
引入坐标变换 x＝Ay＝ １ －１

１ １
y１
y２

主质量矩阵Mｐ ＝AＴMA＝ １ －１
１ １

Ｔ m ０
０ m

１ －１
１ １ ＝ ２m ０

０ ２m
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主刚度矩阵Kｐ ＝AＴKA＝ １ －１
１ １

Ｔ ５k －４k
－４k ５k

１ －１
１ １ ＝ ２k ０

０ １８k
变换后的系统的自由振动微分方程为

２m ０
０ ２m

ÿ１
ÿ２

＋２k ０
０ １８k

y１
y２

＝ ０
０

可见，解耦后系统的实际运动表现为两个单自由度系统的振动。
总结前述各例中的振动系统微分方程的质量矩阵和刚度矩阵，可发现：质量

矩阵一般为对角阵，说明系统不存在惯性耦合；而刚度矩阵一般为非对角阵，说
明系统存在刚度耦合。 出现系统不存在惯性耦合而常常存在刚度耦合的原因：
在选择主坐标时，一般把主坐标定在各个质量上，使得质量矩阵为对角阵。 解耦
后，刚度矩阵通过线性变换转化为对角阵，而解耦后的质量矩阵依然是对角阵，
这是因为进行的线性变换为正交变换。
3．3．3　自由振动

可以通过直接解微分方程组得到振动系统在自由振动状态下的解。 由常系
数微分方程组解的理论，多自由度系统自由振动微分方程组的解是各个固有频
率下的固有振动的叠加，即

x（ t） ＝钞N
i ＝１
a i A iｓｉｎ（ωi t ＋φi） （３－４４）

上式中 a i 和 φi 是待定常数，各 N 个。 如果给定系统的 N 个初始速度和初始加
速度作为初始条件，则可以得到由 ２N 个方程组成的关于 a i 和 φi 的方程组，求
解该方程组就可以确定 a i 和 φi 的值。 这就得到了多自由度振动系统在给定的
初始条件下的自由振动的实际形态。

对于多自由度系统的自由振动问题，有以下两点需要说明：
（１） 分析多自由度振动系统的自由振动时，首先根据系统的质量矩阵和刚

度矩阵确定系统的固有频率；相应的系统在各个频率下的固有振型，它是系统在
该频率下的主振动。

（２） 多自由度系统的自由振动形态是各个主振动的线性叠加，只是各个主
振型的幅值大小和相位需要确定，若给定各个主坐标下的质量的初始位移和初
始速度，就可以确定多自由度系统的自由振动形态。

例 3畅7　考虑两自由度系统的无阻尼自由振动。 系统如图 ３－１０ 所示，m１ ＝
m２ ＝m，k１ ＝k３ ＝k，k２ ＝４k，系统的初始条件为：x（０）＝［１ １］ Ｔ， x· （０）＝［０ ０］ Ｔ。
求系统的固有振动和自由振动。

解：在例 ３．４ 中，已经求得系统的固有频率：ω１ ＝ k
m ，ω２ ＝３ k

m 。
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两个固有频率下的系统的主振型分别为：A１ ＝［１ １］ Ｔ，A２ ＝［－１ １］ Ｔ。
由式（３－４３），系统在初始条件下的自由振动形式为

x（ t）＝a１ A１ ｓｉｎ（ω１ t＋φ１）＋a２ A２ ｓｉｎ（ω２ t＋φ２）
x· （ t）＝a１ A１ω１ ｃｏｓ（ω１ t＋φ１ ）＋a２ A２ω２ ｃｏｓ（ω２ t＋φ２）

将初始条件带入得到

１
１ ＝a１ ｓｉｎ φ１

１
１ ＋a２ ｓｉｎ φ２

－１
１

０
０ ＝a１ω１ ｃｏｓ φ１

１
１ ＋a２ω２ ｃｏｓ φ２

－１
１

求解上述方程，得到：a１ ＝１，φ１ ＝π
２ ，a２ ＝０，φ２ ＝０

所以在给定的初始条件下系统的自由振动为

x（ t）＝A１ ｓｉｎ ω１ t＋π
２

对于无阻尼的多自由度系统在初始条件下的自由振动问题，可以通过解耦
的方法把多自由度系统对初始条件的响应问题转化成主坐标下单自由度系统对

初始条件的响应问题，求解得到各个单自由度系统对初始条件的响应。 需要注
意的是主坐标下的初始条件可以由式（３－４２）根据物理坐标下的初始条件得到。
如果要求得到物理坐标下系统对初始条件的响应，则依据式（３－４２）就可以得
到。 当然采用解耦得到的振动系统的解与通过直接求解振动微分方程得到的系
统的解是完全一致的。

例 3畅8　用振型叠加方法求解例 ３．３。
解：已求得系统的振型矩阵为 A＝ １ －１

１ １
系统解耦后的振动微分方程为

２m ０
０ ２m

ÿ１
ÿ２

＋２k ０
０ １８k

y１
y２

＝ ０
０

在主坐标下的初始条件为

y＝A－１ x＝ １ －１
１ １

－１ １
１ ＝ １

０
y· ＝A－１ x· ＝ １ －１

１ １
－１ ０

０ ＝ ０
０

则系统转化为两个单自由度振动：
２m ÿ１ ＋２ky１ ＝０

y１（０）＝１，　 y· １（０）＝０
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２mÿ２＋１８ky２ ＝０
y１（０）＝０，　 y· １（０）＝０

这两个单自由度振动系统在初始条件下的响应分别为

y１（ t）＝ｓｉｎ ω１ t＋π
２

y２（ t）＝０
所以，在给定的初始条件下系统的自由振动为

x（ t）＝Ay（ t）＝ A１ A２
ｓｉｎ ω１ t＋π

２
０

＝ １
１ ｓｉｎ ω１ t＋π

２

３．４　多自由度系统的无阻尼强迫振动

3．4．1　简谐力激励下系统的响应
简谐力是在频域上最简单的力输入形式，通过简谐力输入下系统的响应可

以发现系统的很多性质。 首先考虑系统受到简谐力输入时系统的稳态响应，设
系统受到的简谐力输入向量为

F（ t）＝Fｓｉｎ ωt （３－４５）
其中：F＝ F１ F２ … FN Ｔ

表示激励力幅值的列向量。 简谐力输入下系统的
振动微分方程为

M ẍ（ t）＋Kx（ t）＝Fｓｉｎ ωt （３－４６）
在简谐力激励下，系统的位移响应为同频率的简谐位移输出，假设

x（ t）＝xｓｉｎ ωt
代入式（３－４６），并整理，得到

（K－ω２M）x＝F （３－４７）
记 H（ω）＝ K－ω２M －１，称 H（ω）为响应函数矩阵。 则系统在简谐力输入

下的稳态响应为

x＝ K－ω２M －１F＝H（ω）F （３－４８）
以上通过直接求解幅值向量确定系统对简谐激励的稳态响应的方法称为直

接解法。
当然，还可以通过解耦的方法获得物理坐标下的响应，然后再实施坐标变换

获得广义坐标下系统对简谐激励的稳态响应。 在计算得到系统振型矩阵 A 的
基础上，定义变换：
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x（ t）＝Ay（ t）
记 P＝ATF，则通过变换可以对系统解耦得到

Mｐ ÿ（ t）＋Kｐy（ t）＝Pｓｉｎ ωt （３－４９）
上式的解为

y（ t）＝Bｓｉｎ ωt＝ B１ B２ … BN Ｔ ｓｉｎ ωt （３－５０）
其中，B i ＝ P i

Kｐ
i －ω２Mｐ

i
＝P iKｐ

i

１
１－λ２

i
，而 λi＝ω

ωi表示系统第 i阶固有频率 ωｒ 之比。
注意到P i＝AＴ

i P，则系统在广义坐标下的稳态响应为
x（ t）＝Ay（ t） ＝钞N

i ＝１
A iy i（ t） ＝钞N

i ＝１
A i
P i
Kｐ
i

１
１ －λ２

i
ｓｉｎ ωt

＝钞N
i ＝１
A i

AＴ
i P

Kｐ
i （１ －λ２

i ） ｓｉｎ ωt ＝钞N
i ＝１

A i AＴ
i

K ｐ
i （１ －λ２

i ）Pｓｉｎ ωt （３－５１）
式（３－５１）表明，当 ω≈ωｒ，即 λr≈１ 时，系统的第 r 阶主振动的幅值就表现

得非常大，而其他频率的主振动的幅值则比较小，这时，系统的主要振动形态是
由第 r阶主振型决定的，称系统处于第 r阶共振。 此时，式（３－５１）中的非 r 阶主
振动可以忽略，系统的响应近似为：

x（ t）＝钞N
i ＝１

A i AＴ
i

Kｐ
i （１ －λ２

i ）Pｓｉｎ ωi t≈ A r AＴ
r

K ｐ
r（１ －λ２

r ）Pｓｉｎ ωｒ t （３－５２）
需要说明，直接求解和解耦法得到的系统对简谐激励的响应实际上是完全

一致的，只是形式上不同。
3．4．2　动力吸振器

对于单自由度振动系统，如果受到正弦力激励，那么在激励频率的振动是不
能消除的。 而如果对单自由度系统再串联一个单自由度振动系统构成二自由度
振动系统，如图 ３－１３ 所示，则可以通过设计质量 m２ 和刚度 k２ 的参数来抑制质
量 m１ 的振动。 质量 m２ 和刚度 k２ 称为动力吸振器（ｄｙｎａｍｉｃ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｂｓｏｒｂｅｒ），
而 ｍ１ 与 ｋ１ 称为主振动系统，动力吸振器抑制主振动系统的振动。 通过分析图
３－１３ 所示的系统受激励 F＝ Fｓｉｎ ωt ０ Ｔ

时系统的响应。
系统的质量矩阵和刚度矩阵分别为

M＝ m１

m２
，K＝ k１＋k２ －k２

－k２ k２
系统的振动微分方程为

m１

m２

ẍ １
ẍ ２

＋ k１＋k２ －k２
－k２ k２

x１
x２

＝ Fｓｉｎ ωt
０ （３－５３）
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系统的稳态响应的振幅为

A１

A２
＝ k１＋k２－ω

２m１ －k２
－k２ k２－ω２m２

－１
F
０ ＝ F

Δ（ω）
k２－ω２m２

k２
（３－５４）

图 ３－１３　动力吸振结构
原理示意

其中，Δ（ω）是振动系统的特征多项式
Δ（ω）＝ k１＋k２－ω２m１ －k２

－k２ k２－ω２m２
　　　　　　

＝ω４m１m２－ω２（k１m２＋k２m１＋k２m２ ）＋k１ k２
（３－５５）

显然，上式当 ω２ ＝k２m２
时，主振动系统的振动为

x１（ t）＝０，也就是主振动系统静止；而此时吸振器的振
动为 x２（ t）＝－Fｓｉｎ ωt

k２
，这说明作用在主振动系统上的

激励力正好被来自吸振器弹簧的弹性恢复力平衡，主
振动系统不再振动，这种现象就是反共振。 系统处于
反共振状态时，作用在 m１ 上的激励力仅仅在 m２ 上产

生响应，所以称质量 m２ 和刚度 k２ 称为动力吸振器，又
因为该系统没有阻尼，它实际上是无阻尼动力吸振器。 无阻尼动力吸振器参数
的选取原则一般是保证吸振器的固有频率与主振动系统的固有频率相等，即

k１
m１

＝ k２
m２

＝ω０ （３－５６）

式（３－５６）说明反共振时m２
m１

＝k２k１ 。 记质量比 μ＝m２
m１

＝k２k１ ，频率比 λ＝ω
ω０

，则式
（３－５５）可以改写为

Δ（ω）＝k１ k２ λ４ －（２＋μ）λ２＋１ （３－５７）
令 Δ（ω）＝０，则

λ２
１，２ ＝１＋μ

２ 碢 μ＋μ
２

４ （３－５８）
其中：λ１ ，２表示振动系统的固有频率 ω１ ，２与 ω０ 的比值。 质量比 μ＝０．２ 时，由式
得到 λ１ ＝１．２５，λ２ ＝０．８５，说明反共振的频率位于吸振器的固有频率两侧。

频率为零时系统的静变形为 A０ ＝Fk１ ，则振幅比为
A１
A０

＝ １－λ２

λ４－（２＋μ）λ２＋１
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A２
A０

＝ １
λ４－（２＋μ）λ２＋１

图 ３－１４ 表示了质量比 μ＝０．２ 时，不同频率比 λ下振幅比A１
A０
和振幅比

A２
A０
的

值。 显然，由图可以看到当 λ＝１，即 ω＝ k１
m１

＝ k２
m２
时，系统出现反共振。 注意

到 λ１＜１＜λ２，说明在反共振点两侧存在两个共振峰，使动力吸振器的工作范围较
窄。 λ１ 与λ２ 应该距λ＝１ 越远越好，且λ１ 与λ２ 相距越远越好，这样就能允许激
励力的频率在 ω０ 附近有一定范围的变化。 由式（３－５８）说明，当 m２ 和 k２ 越大，
μ越大，则 λ１ 与 λ２ 相距越远，但是这就意味着动力吸振器变得笨重。

图 ３－１４　不同频率比下的动力吸振
系统幅频响应特性

　　
图 ３－１５　阻尼吸振器

系统原理

为了能够使得激励频率在 λ＝１ 附近有一定的变化，工程中的动力吸振器一
般为有阻尼的，即在主振动系统质量和吸振器系统之间增加阻尼元件构成有阻
尼动力吸振器，如图 ３－１５ 所示。 有阻尼动力吸振器不能保证在反共振点 λ＝１
处主振动系统的振幅为零，但是能够使得在反共振点两侧的两个共振峰大大减
小。
3．4．3　任意激励下系统的响应

无阻尼系统对任意激励的响应包括两部分：系统对初始条件的自由振动响
应和零初始条件下系统对激励的响应，分别称为瞬态响应（ transient response）
和稳态响应（steady-state response）。 系统的响应是瞬态响应和稳态响应的叠
加。
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瞬态响应是由激励为零的情况下的系统的自由振动的解，是由自由振动微
分方程和初始条件决定的，该问题在前面的章节中已经论述。 要解决无阻尼系
统对任意激励的响应主要是研究零初始条件下系统对激励的稳态响应。

可以通过坐标变化的方法，对系统进行解耦，在此基础上获得系统在各个主
质量和主刚度下的对任意激励的稳态响应，然后再实施反变换，获得系统各个广
义坐标下对任意激励的响应。

假设多自由度无阻尼系统在任意激励 F（ t）下的振动微分方程为
M ẍ（ t）＋Kx（ t）＝F（ t） （３－５９）

初始条件为 x（０）＝x０ ， x· （０）＝x· ０。
对无阻尼振动系统进行解耦后，得到系统在主坐标下的振动方程为

Mｐ ÿ（ t）＋Kｐy（ t）＝P （３－６０）
其中：P＝ P１ P２ … PN Ｔ ＝AＴF 为主坐标下的激励力向量。 根据式（３－４２）
确定的广义坐标 x（ t）与主坐标 y（ t）的关系，在主坐标下系统的初始条件为

y（０）＝A－１ x０， y· （０）＝A－１ x· ０ （３－６１）
无阻尼系统对任意激励的响应就变成了由式（３－６０）确定的在主坐标下的

N 个单自由度振动系统对激励AＴF 的响应问题，而 N 个单自由度振动系统的初
始条件由式（３－６１）确定。

显然，根据单自由度系统对任意激励的相应的求解方法，可以获得系统在第
i个主坐标下的瞬态响应（特解）y倡i （ t）和稳态响应（通解） y i（ t）。 系统在第 i 个
主坐标下的响应为

y i（ t）＝y倡i （ t）＋y（ t） （３－６２）
写成向量表示所有主坐标下的响应为

y（ t）＝ y１（ t） y２（ t） … yN（ t） Ｔ （３－６３）
由式（３－４２），在广义坐标下系统的响应与振型矩阵的关系为

x（ t）＝Ay（ t） （３－６４）
上述方法首先通过获得系统对各个主振型的响应，再通过线性变换方法获

得系统在广义坐标下的响应，实际上广义坐标下的响应是主坐标下的响应的叠
加，所以上述方法称为振型叠加法（mode superposition scheme）。

３．５　有阻尼系统对任意激励的响应
对于多自由度振动系统，振型矩阵定义了物理坐标与主坐标的变换关系

x（ t）＝Ay（ t） （３－６５）
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则在主坐标下，式（３－４）所表示的有阻尼振动系统转化为
Mｐ ÿ（ t）＋Cｐ y· （ t）＋Kｐ y（ t）＝P（ t） （３－６６）

其中：Mｐ，Kｐ
和 P（ t）的定义同前，而主坐标下的阻尼矩阵为

Cｐ ＝AＴCA （３－６７）
一般情况下，式（３－６７）所示的变换一般不能将阻尼矩阵化为对角阵，所以

不能将系统化成多个单自由度振动系统，因此不能应用振型叠加法分析有阻尼
振动系统。 当然，可以直接求解广义坐标下的系统振动微分方程得到系统在广
义坐标下的解，但是这个计算过程较复杂。 为了方便和简化对有阻尼的多自由
度系统的分析，工程上将阻尼矩阵进行下列简化处理：

（１） 假设阻尼矩阵与质量矩阵和阻尼矩阵具有线性关系，即
C＝αM＋βK （３－６８）

则主质量矩阵为

Cｐ ＝AＴ（αM＋βK）A＝αMｐ ＋βKｐ （３－６９）
显然，此时阻尼矩阵为对角阵，则多自由度系统的振动问题转化为多个有阻尼的
单自由度振动系统。 显然，主坐标下系统的阻尼是质量矩阵和刚度矩阵的函数：

ζr＝ C ｐ
r

２ωiMｐ
r
＝αΜ

ｐ
r ＋βKｐ

２ωiMｐ
r

＝１
２

α
ωi＋βωi （３－７０）

（２） 忽略阻尼矩阵中的非对角线元素，即将通过式（３－６７）计算得到的阻尼
矩阵直接写成

Cｐ ＝
Cｐ

１

C ｐ
２

筹
Cｐ
N

（３－７１）

其中：Cｐ
r 为第 r阶振型阻尼。 则式（３－６６）所示的振动系统在主坐标下不存在耦

合。 系统的振动问题转化为 N 个有阻尼单自由度系统的振动。 这时，第 r 阶主
振动为

Mｐ
r ÿ（ t）＋Cｐ

r y· （ t）＋Kｐ
r y（ t）＝P r（ t） （３－７２）

令
Cｐ
r

Mｐ
r
＝２ζrωi，则式（３－７２）可以化为

ÿ r（ t）＋２ζrωr y· r（ t）＋ω２
r y r（ t）＝P r（ t）Mｐ

r
（３－７３）

其中：ζr 称为第 r阶振型阻尼比。
（３） 由实验确定振型阻尼比。 系统在某一主振型下振动时，各个主质量的

振动幅值不同，但规律是一样的，所以主质量在主振动下的阻尼比就是该主振型
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下的阻尼比，也就是振型阻尼比。 所以，可以分别测定系统在各阶主振型下的振
型阻尼比。 需要注意的是，该方法主要适用于系统的各阶阻尼比小于 ０．２ 的情
况。

通过以上处理方法可以获得主坐标下的阻尼比，则通过式（３－６５）确定的广
义坐标到主坐标的坐标变换，系统在主坐标下的振动微分方程可以化成 N 个有
阻尼单自由度振动微分方程：

Mｐ ẍ（ t）＋Cｐ x· （ t）＋Kｐx（ t）＝P（ t） （３－７４）
主坐标下的初始条件也是由式（３－６５）确定，即如果广义坐标下系统的初始

条件为 x（０）＝x０ ， x· （０）＝x· ０ ，则在主坐标下的初始条件为
y（０）＝A－１ x０， y· （０）＝A－１ y· ０

通过以上变换将有阻尼的多自由度振动问题转化为多个单自由度振动，然
后求解单自由度振动系统的解，再通过由式（３－６５）给定的线性变换可以得到系
统在物理坐标系下的响应。

思考题与习题

３畅１　总结本章，与单自由度系统的振动比较，多自由度系统的振动分析中引入了哪些新
的概念？ 这些概念是不是都与系统的自由度大于 １有关？

３畅２　通过影响系数法说明为什么质量矩阵、刚度矩阵和黏性阻尼矩阵一般是对称阵。
３畅３　假设系统存在一个刚体自由度。 请问如何确定与刚体自由度对应的主振型？ 这个

主振型是不是与其他主振型正交？
３畅４　假设系统存在一个刚体自由度。 请问这时系统的质量矩阵是不是正定的？ 刚度矩

阵是不是正定的？ 结合矩阵正定的数学意义说明。
３畅５　验证例 ３．４中振动系统的主振型的正交性。
３畅６　多自由度系统的自由振动响应、稳态响应和多自由度系统对激励的响应有什么关

系？
３畅７　对动力吸振器，为什么工程中一定是有阻尼的？ 有阻尼的动力吸振器是不是能完

全将振动消除？
３畅８　对于有阻尼振动系统中的阻尼，常常进行多种近似或者简化处理，这种简化处理的

目的是什么？ 近似或者简化对系统的解有什么影响？
３畅９　如题 ３．９图所示，两个转动惯量分别为 I１ 和 I２ 的圆盘安装在扭转刚度分别为 GJ１

和 GJ２ 的不计质量的圆杆上，受到的作用力分别为 M１（ t）和 M２（ t）。 取逆时针方向的转角 θ１
和 θ２ 为广义坐标。 试求出圆盘转动的微分方程。

３畅１０　考虑如题 ３畅１０图所示的双摆系统在平衡位置附近做微振动，摆锤的质量分别为
m１ 和 m２，摆臂的长度分别为 l１ 和 l２。 取逆时针方向的转角 θ１ 和 θ２ 为广义坐标。 试求出系
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统的振动微分方程。

题 ３．９图
　　　　　　

题 ３．１０图

３畅１１　根据牛顿第二运动定律建立如题 ３畅１１图所示的横梁的自由振动微分方程。 横梁
的前后两端通过刚度为 k１ 和 k２ 的弹簧与基础相连，横梁的质心到前后端的距离分别为 a、b，
质量为 m，绕质心的转动惯量为 I，取质心在垂直方向的位移 x 和质心的转动 θ作为广义
坐标。

３畅１２　根据牛顿第二运动定律建立如题 ３畅１２图所示的系统的振动微分方程。 系统受到
的作用力和系统的结构参数如图 ３畅１２题所示。 取 θ和 x作为广义坐标。

题 ３．１１图
　　

题 ３．１２图

３畅１３　题 ３．１３图所示振动系统，两个圆盘的质量均为 m，绕圆心的转动惯量分别为 I１ 和
I２，半径均为 r，圆盘与地面之间没有相对滑动。 圆盘通过刚度为 k的弹簧和阻尼系数为 c的
阻尼与基础连接，两个圆盘之间通过一个刚度为 ３k的弹簧连接。 用牛顿力学法建立系统的
振动微分方程，用 θ和 x作为广义坐标。

３畅１４　用影响系数法建立题 ３．９图所示系统的质量矩阵和刚度矩阵，并写出系统的振动
微分方程。
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题 ３．１３图

３畅１５　用影响系数法建立题 ３．１１图所示系统的质量矩阵和刚度矩阵，并写出系统的振
动微分方程。

３畅１６　用拉格朗日方程建立题 ３．１０图所示系统的振动微分方程。
３畅１７　用拉格朗日方程建立题 ３．１２图所示系统的振动微分方程。
３．１８　用拉格朗日方程建立题 ３．１３图所示系统的振动微分方程。
３．１９　假设系统的质量矩阵M和刚度矩阵 K如下，求系统的固有频率和主阵型，并求主

质量矩阵和主刚度矩阵。
（１） M＝ ２ ０

０ １ ，K＝ ４０ －３０
－３０ ８０

（２） M＝ ３ １
１ ２ ，K＝ ６ －５

－５ １０ ×１０５

（３） M＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

，K＝
１ －１ ０
－１ ２ －１
０ －１ １

×１０２

３．２０　对题 ３．９图所示系统，初始条件为θ０ ＝ θ１（０）
θ２（０） ＝ ０

１ ， θ· ０ ＝ θ· １（０）
θ· ２（０）

＝ ０
０ ，求

系统的自由振动响应。
３．２１　对题 ３．９ 图所示系统，系统受到的激励为：M（ t）＝ M１（ t）

M２（ t） ＝ I１ ｓｉｎ ωt
０ ，初始条

件为 ０，求系统的响应。
３畅２２　如题 ３畅２２图所示小车和摆组成的振动系统，小车和摆的质量分别为 m１ 和 m２，弹

簧的刚度系数为 k，摆长为 l。 用小车在水平方向的位移 x和摆角 θ为广义坐标，建立系统的
振动微分方程，求系统的固有频率，并求在初始条件为零的条件下，摆受到一个 x方向的单位
冲量后系统的运动规律。

３畅２３　系统如题 ３．２３图所示，已知 m１ ＝m２ ＝m，k１ ＝k３ ＝k，k２ ＝４k，在质量 m１ 上作用的激
励力为 F１ ＝Fｓｉｎ ωt，在质量 m２ 上作用的激励力为 F２ ＝０，求系统的稳态响应。
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题 ３．２２图
　

题 ３．２３图
３畅２４　如题 ３．２４ 图 ａ所示的振动系统，质量 m１ 和 m２ 的广义坐标分别为 x１ 和 x２，半径

为 r的圆盘的转动惯量为 I，广义坐标为 θ，列出当 m２ 下面与基础连接的绳子突然断掉后系
统的振动微分方程。 又如题 ３．２４ 图 ｂ所示，忽略圆盘的转动惯量，再求当 m２ 下面与基础
连接的绳子突然断掉后系统的振动微分方程，并求系统的响应。 又如题 ３．２４ 图 ｃ所示，圆
盘和质量 m２ 刚性连接，再求当 m２ 下面与基础连接的绳子突然断掉后系统的振动微分
方程。

题 ３．２４图

３畅２５　汽车与拖车可以简化成如题 ３畅２５图所示的振动模型。 汽车的质量 m１ ＝３m，拖车
的质量 m２ ＝２m，汽车与拖车之间通过刚度为 k的弹簧连接，列出系统的振动微分方程，并求
固有频率和主振型。 如果在系统静止的情况下，拖车受到冲量 I＝mv的冲击，求系统的稳态
响应。

３畅２６　考虑题 ３畅２６图所示无阻尼动力吸振器系统的模型。 已知吸振器的质量 m２ ＝m，
刚度 k２ ＝k。 机械系统的质量m１ ＝４m，刚度 k１ ＝４k，求系统的固有频率和主振型。 该系统能抑
制机械系统哪个频率的振动？
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题 ３．２５图
　　　　　　

题 ３．２６图
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