
第 3 章

计算机控制系统分析

对一个动态系统的分析一般包括稳定性与动态特性分析。 在连续系统中常常使用时间响应
（时间域）、频率特性（频率域）、零极点（复数域）和稳态误差等方法，可以获得系统的动静态性
能指标。 本章在第 ２ 章讨论过的系统数学描述方法的基础上，从时域特性和频域特性来分析离
散系统的稳定性、稳态特性和动态响应特性的描述方法和计算手段。 要注意的是，虽然分析方法
有相同之处，但结论有很大不同。 同时，离散系统的特性往往与采样周期有关，要注意采样周期
对这些性能的影响。

本章３．１节进行离散系统稳定性分析。 首先研究 s平面与 z平面之间的映射关系，建立两个复
变量 s与 z的内在联系。 接着讨论离散系统稳定性的充要条件，重点讨论为保证系统稳定性，临界
增益的求取方法以及采样周期对系统稳定性的影响。 ３．２ 节讨论离散系统稳态误差，表明离散系
统稳态误差的概念和计算方法与连续系统类似，并进一步讨论了离散系统稳态误差与采样周期的
关系。 ３．３节讨论离散系统的时间响应特性描述方法，重点讨论 z平面极点类型、位置与系统动态
响应形状的关系。 ３．４节重点说明频域内稳定裕度的概念和测试的方法。 最后 ３．５ 节以天线计算
机控制系统为例，进行了系统稳定性、稳态误差及频域特性分析。

3．1 稳定性分析

　　任何系统在扰动作用下，都会偏离原来的平衡工作状态。 所谓系统稳定是指当扰动作用消
失以后，系统能够恢复原平衡状态的性能。 若系统能恢复原平衡状态，称系统是稳定的；若系统
在扰动作用消失以后，不能恢复平衡状态，称系统是不稳定的。 一个线性系统的稳定性是系统的
固有特性，它与扰动的形式无关，而只取决于系统本身的结构及参数。
3．1．1　s平面和 z平面之间的映射

１．点的映射
复变量 z和 s 之间的关系为

z＝ｅ sT　或　s＝１
T ｌｎ z （３－１）

代入 s＝σ±ｊω，则
z＝ｅ（σ±ｊω） T ＝ｅσT· ｅ±ｊωT ＝ｅσT ±ωT



由于 ｅ ｊωT ＝ｃｏｓ ωT＋ｊｓｉｎ ωT，是 ２π的周期函数，所以上式又可写为
z＝ｅ（σ±ｊω） T ＝ｅσT· ｅ±ｊωT ＝ｅσT· ｅ±ｊ（ωT＋２ kπ） ＝ｅσT ±ωT＋２kπ

这样，复变量 z 的模 R 及相角 θ与复变量 s的实部和虚部的关系为
R＝｜z｜＝ｅσT

θ＝ z＝±ωT＋２kπ （３－２）
式（３－２）即是 s平面与 z平面上一个点的基本对应关系。 具体映射关系如图 ３－１ 所示。

图 ３－１　s平面与 z平面的映射

图 ３－１ 表明，在 s 平面上的点映射到 z 平面上，可以用模 R 及相角 θ来表示，同时也可以表
示为复数 z 的实部和虚部：σz＝Rｃｏｓ θ，　ωz ＝Rｓｉｎ θ。 从式（３－２）还可知道，s 平面的点映射到 z
平面上，其模值是唯一的，而相角不唯一；换句话说就是 z 平面上的一个点可能对应着 s 平面的
多个点，这些点具有同样的实部，虚部相差 ２kπ。

例 3－1　如图 ３－２ 所示，在 s平面上有 ３ 个点，分别为 s１ ＝－１，s２，３ ＝－１±ｊ１０，若 ωｓ ＝１０，试求
它们映射在 z平面上的点。

图 ３－２　例 ３－１的映射关系

解：按式（３－１），得
z１ ＝ｅ s１T ＝ｅ－１×２π／ωｓ ＝ｅ－１×２π／１０ ＝０．５３３ ０
z２ ＝ｅ s２T ＝ｅ（ －１＋ｊ１０） ２π／１０ ＝０．５３３ ２π
z３ ＝ｅ s３T ＝ｅ（ －１－ｊ１０） ２π／１０ ＝０．５３３ －２π

由结果可知，s平面的 ３ 个点映射到 z 平面上时均位于一点，说明按 z＝ｅ sT映射时，z 平面上某
一个点并不是唯一地对应 s平面上的 １ 个点，而是对应 s 平面上实部相同虚部相差 ωｓ 整倍数的

所有点。 但 s平面上的 １ 个点，只对应 z平面上唯一的一个点。 可见，采样信号在 z平面表示，消
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除了在 s平面表示时的周期性。
２．s平面虚轴的映射
s 平面整个虚轴映射为 z平面单位圆，s左半平面任一点映射在 z 平面单位圆内，右半平面任

一点映射在单位圆外，如表 ３－１ 所示。
表 3－1　s平面与 z平面关系

s＝σ＋ｊω z＝R θ
几何位置 σ ω 几何位置 R＝ｅσT θ＝ωT
虚轴 ＝０ 任意值 单位圆周 ＝１ 任意值

左半平面 ＜０ 任意值 单位圆内 ＜１ 任意值

右半平面 ＞０ 任意值 单位圆外 ＞１ 任意值

３．s平面角频率 ω与 z平面相角的关系
s 平面一个点的角频率 ω与 z平面对应的相角关系为

θ＝ωT＋２kπ＝（ω＋k ２πT ）T＝（ω＋kωｓ）T
上式表明，s平面上频率相差采样频率整数倍的所有点，映射到 z 平面上同一点。 也就是当 s 平
面的点沿虚轴 ω＝－∞变化到＋∞，z 平面的相角也从－∞变化到＋∞时，每当 ω变化一个 ωｓ 时，z
平面相角 θ变化 ２π，即转了一周。 因此，若 ω在 s平面虚轴上从－∞变化到＋∞时，z 平面上相角
将转无穷多圈，见表 ３－２。

表 3－2　角频率ω与 z平面相角关系

ω －∞ … －２ωｓ －ωｓ －ωｓ ／２ ０ ωｓ ／２ ωｓ ２ωｓ … ＋∞
θ －∞ … －４π －２π －π ０ π ２π ４π … ＋∞

４．s平面上的主带与旁带的映射
从上述角频率 ω与 z平面相角关系的分析中可见，当 ω从－ｊωｓ ／２→ ｊωｓ ／２（σ可任意取值）

时，相角从－π变化为 π，相角逆时针转过一圈。 如 ω从 ｊωｓ ／２→ｊ３ωｓ ／２ 时，相角逆时针又转过一
圈。 如此可见，s平面上被分成了许多平行带子，其宽度为 ωｓ。 其中－ωｓ ／２≤ω≤ωｓ ／２ 的带子（σ
任意变化）称为主带，其余部分均称为旁带。 由于 z平面的相角每隔一个 ωｓ 转 １ 周，结果主带映
射为整个 z 平面，而其余每一个旁带也都重叠映射在整个 z平面上，如图 ３－３ 和图 ３－４ 所示。

图 ３－３　主带映射
　　　

图 ３－４　旁带映射
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　　当 s平面的点沿主带左半平面的周边走 １ 圈时，其映射关系可用图 ３－５ 表示。 s平面的点沿
旁带左半平面的周边走 １ 圈时，其映射关系也可用图 ３－５ 表示。

图 ３－５　s平面主带左半平面的映射

当 s平面的点沿主带右平面的周边走 １ 圈时，其映射关系可用图 ３－６ 表示。 类似地，s 平面
的点沿旁带右半平面的周边走 １ 圈时，其映射关系也可用图 ３－６ 表示。

图 ３－６　s平面主带右半平面的映射

５．s平面上等值线在 z平面的映射
（１） 实轴平行线（即等频率线）的映射
依据式（３－２）θ＝ωT＋２kπ，s平面上 ω＝ωA 的等频率线映射到 z 平面是从原点出发的 z 平面

上辐角为 TωA 的射线，如图 ３－７ 所示。 因为±ωｓT／２ ＝±π，所以 s 平面上 ω＝±nωｓ ／２，（ n＝１，３，
５，…）的等频率线，映射为 z 平面上的负实轴。 s 平面上 ω＝±nωｓ（n＝０，１，２，…）的等频率线，映
射为 z平面上的正实轴。

图 ３－７　等频率线的映射
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（２） 虚轴平行线（即等衰减率线）的映射
s 平面上 σ＝σA 的虚轴平行线，映射到 z 平面是以原点为圆心，半径 R＝ｅσAT的同心圆，如图

３－８ 所示。

图 ３－８　等衰减率线的映射

（３） 等阻尼比轨迹的映射
设 s平面上有一对共轭复极点，它是二阶振荡系统特征方程 s２＋２ξωｎ s＋ω２

ｎ ＝０ 的根
s１ ，２ ＝σ±ｊωｄ ＝－ξωｎ ±ｊωｎ １－ξ２ （３－３）

式中，ξ为阻尼比；ωｎ 为无阻尼自然振荡频率；ωｄ 为阻尼自然频率。 图 ３－９（ ａ）表示了特征根与
σ、ξ、ωｎ 和阻尼振荡频率 ωｄ 之间的几何关系。 从图中可见

ｃｏｓ β＝ξ （３－４）
式（３－４）表示，s平面等阻尼比 ξ的轨迹是从原点出发的射线。 在该射线上，特征根的实部可用
其虚部 ω来表示，即

s＝σ＋ｊω＝－ωｃｏｔ β＋ｊω

图 ３－９　阻尼比线及其映射

将上式映射至 z平面得
｜z｜＝ｅσT ＝ｅ－ωTｃｏｔ β

z＝θ＝ωT
由以上两式可见，β（即阻尼比 ξ）为常值的轨迹，映射至 z 平面，其模随 ω增加按指数衰减，

其相角随ω线性增长，构成一条对数螺旋线，如图 ３－９（ｂ）所示。 图中对数螺旋线是对应 ０≤ω≤
ωｓ ／２ 的映射。 若－ωｓ ／２≤ω≤０，z平面的对数螺旋线是上述曲线相对水平轴的镜像。

当 β＝９０°，即 ξ＝０，这是 s 平面正虚轴，按照前面讨论的映射结果，螺旋线演化为单位圆上

87 　■　第 ３章　计算机控制系统分析



半周。
当 β＝０，即 ξ＝１，这是 s平面负实轴，它映射为 z平面单位圆内正实轴。
当 s值位于 s 平面的右半平面（即负阻尼）时，在 z 平面所映射的对数螺旋线伸展到单位圆

之外。
（４） 等自然频率轨迹的映射
在 s 平面，自然频率相同的轨迹是圆心位于原点的同心圆，其半径为无阻尼自然频率 ωｎ。

显然它与等阻尼比轨迹是正交的，如图 ３－１０（ａ）所示。 在 z平面，等自然频率轨迹与等阻尼比轨
迹也是正交的。 具体轨迹的数学描述如下：

图 ３－１０　等自然频率轨迹映射

在 s平面，由于 s 的实部虚部满足 σ２＋ω２ ＝ω２
ｎ，所以

s＝σ±ｊω＝ωｎ ｅ ｊφ＝ωｎ ｓｉｎ φ±ｊωｎ ｃｏｓ φ，φ＝ａｒｃｃｏｔ（σ／ω）
在 z平面 z＝ｅ sT ＝ｅTωｎｃｏｓ φｅ±ｊTωｎｓｉｎ φ

所以 R＝ｅTωｎｃｏｓ φ， z＝Tωｎ ｓｉｎ φ
依据该式，ω变化时，φ角变化，因此，z平面映射点的模值 R 及相角也变化，从而形成一条轨

迹，该轨迹线与 z平面上的等阻尼比曲线正交，如图 ３－１０（ｂ）所示。
3．1．2　离散系统的稳定条件

连续系统稳定与否取决于闭环系统的特征根在 s 平面上的位置。 若特征根全在 s 左半平
面，则系统稳定，只要有一个根在 s平面的右半平面，则系统不稳定。 如果有特征根在虚轴上，称
为临界稳定，其响应虽然不会发散，但也不会依据需要收敛，因此，系统也是不稳定的。 离散系统
稳定的概念与连续系统相同。

根据 s平面和 z平面的映射关系，离散系统稳定的充要条件必然是，系统的特征根全部位于
z 平面的单位圆中，只要有一个根在单位圆外或圆上，系统就不稳定。

以上充要条件还可以从数学上作一简单推导。
离散系统的脉冲传递函数为

G（ z）＝C（ z）R（ z）＝
b０ zm＋b１ zm－１＋…＋bm－１ z＋bm
a０ zn＋a１ zn－１＋…＋an－１ z＋an （３－５）
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若系统输入为 δ函数（代表瞬时扰动），R（ z）＝１，系统输出为

C（ z） ＝G（ z）R（ z） ＝钞
m

i ＝１
b i zm－１

钞n
i ＝１
a i zn－１

（３－６）

假如该脉冲传递函数有 n 个相异的极点 p i，对式（３－６）作部分分式分解，有
C（ z）＝A１ z

z－p１ ＋
A２ z
z－p２＋…＋An zz－pn （３－７）

反变换后得

c（k） ＝A１ pk１ ＋A２ pk２ ＋… ＋Anpkn ＝钞n
i ＝１
A ipki （３－８）

根据系统稳定性定义，如果系统的 δ函数响应 c（k），在 k→∞时衰减为零，即
ｌｉｍ
k→∞c（k） ＝ｌｉｍ

k→∞钞
n

i ＝１
A ipki ＝０ （３－９）

则离散系统是稳定的。 为此，要求式（３－８）每一个分量都要衰减为零，即
ｌｉｍ
k→∞A ip

k
i ＝０ （３－１０）

由于 A i≠０，为此要求每一特征根的模值应小于 １，即位于单位圆中
｜p i｜＜１　i＝１，２，…，n （３－１１）

上述结论对 G（ z）中有重根时也成立。
3．1．3　离散系统稳定性检测

１．直接求取特征方程根
为了检验系统的稳定性，最直接的办法就是求出它的全部特征根。 目前，求取特征根有许多

可用的计算机软件，其中 ＭＡＴＬＡＢ 软件中求取多项式及矩阵特征根的命令都可使用。
例 3－2　已知系统特征方程为

Δ（ z）＝z４－１．２z３＋０．０７z２＋０．３z－０．０８＝０
试判断该系统的稳定性。

解：利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件中相关指令，很容易求得特征根，直接判断系统的稳定性。
ｃ＝［１　　－１．２　　０．０７　　０．３　　－０．０８］；　％设置特征多项式系数数组
ｒ＝ｒｏｏｔｓ（ｃ）　　　　　　　％求多项式的特征值
运行结果为：
ｒ＝　－０．５０００

　　０．８０００
　　０．５０００
　　０．４０００
可知 ４ 个特征根模值均小于 １，位于单位圆中，系统稳定。
例 3－3　已知系统状态方程为
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x１（k＋１）
x２（k＋１） ＝ －１．３ －０．４

１ ０
x１（k）
x２（k） ＋ １

０ u（k）
试判断该系统的稳定性。

解：该系统的稳定性取决于下述特征方程的特征根
（ zI－F）＝ z ０

０ z
－－１．３ －０．４

１ ０ ＝０
利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件中相关指令，很容易求得它的特征根：
　　 Ｆ＝［－１．３０００　－０．４０００

　　　　　　　１．００００　　　０　］　　％定义状态转移矩阵
　　　 ｅｉｇ（Ｆ）　　　　　　　　　　％求矩阵的特征根
运行结果为：
　　 ａｎｓ＝
　　－０．８０００

　　　　－０．５０００
可知 ２ 个特征根模值均小于 １，位于单位圆中，系统稳定。
直接求取特征方程根的方法不仅判断了系统稳定性，而且还可知特征根的具体特性，如进一

步得出特征值的实部虚部、阻尼比和自然振荡频率等参数，有利于系统分析和设计。 但缺点是难
以分析系统参数的影响。

和连续系统一样，判断离散系统稳定性有时不必求出特征根的具体数值，而只要了解特征根
的位置就可以了。 在连续域，是利用特征方程的系数来判定特征根实部的符号，而在离散域，则
应利用特征方程的系数来判定特征根模值的大小。 所以，连续系统稳定性代数判据不能用于离
散系统中。

２．朱利代数稳定判据
连续系统的稳定性可用劳斯判据判断，离散系统的稳定性则可用朱利判据来判断。
朱利判据是一个判断特征根的模值是否小于 １ 的判据。 设离散系统的特征方程为

Δ（ z）＝a０ zn＋a１ zn－１＋…＋an－１ z＋an ＝０ （３－１２）
与构造劳斯表的方法类似，利用特征多项式的各项系数，依据一定的关系构成朱利表。
若定义 a０ ＝an０ ，a１ ＝an１ ，…，an ＝ann，构成如下：
　　　　an０　　　an１…ann－１　　　ann
－） ann ann－１…an１ an０　　　×αn ＝ana０

an－１０ an－１１ …an－１n－１
an－１n－１ an－１n－２…an－１０ 　　　　　αn－１ ＝a

n－１
n－１
an－１０


a００
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注意，其中偶数行各元素为奇数行各元素的倒排，奇数排各元素为
a k－１i ＝a ki－αkakk－i；αk ＝a kk ／ak０；或 a k－１i ＝a

k
i a k０－akkakk－i
a k０

式中纵向变化序列号为 k＝n，n－１，…，１；横向变化序列号为 i＝０，１，…，k－１。
朱利判据：如果 a０＞０，当且仅当全部 ak０，k＝n－１，…，１，０ 都是正数时，方程式（３－１２）的根全

部位于单位圆内。 如果没有一个 ak０ ＝０，那么 ak０ 为负数的个数就等于位于单位圆外根的个数。
朱利判据利用 ＭＡＴＬＡＢ 程序很容易实现。 下面给出朱利判据的 ＭＡＴＬＡＢ 计算程序并以一

个四阶系统为例说明。 读者可以利用这个程序，检验系统的稳定性。
％朱利判据
ｃｌｅａｒ
％ｒ＝［０．１　　０．５　　０．８　　０．３］；　％给定全部稳定的特征值，结果参数应当全部大于 ０
ｒ＝［１．１　　１．５　　０．８　　０．３］；　％给定单位圆外的特征值，结果中应当有与不稳定特

征值数目相同的负参数

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
ａ＝ｐｏｌｙ（ ｒ）；　　％生成特征多项式系数数组
ｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ａ）；　％求数组维数
ｂ＝ａ；ｃ（１）＝ａ（１）；
ｆｏｒ　ｉ＝１：ｎ－１
　　ｐ＝ｂ（１：ｎ－ｉ＋１）；　％取 ｎ－１ 维不为 ０ 数组
　　ｉｆ　ａｂｓ（ｐ（１））＜１０ （^－１０）　ｂｒｅａｋ
　　ｅｌｓｅ　ａｎ＝ｐ（ｎ－ｉ＋１） ／ｐ（１）；　　％计算朱利判据第一行系数
　　ｅｎｄ
　　ｐｐ＝ｆｌｉｐｌｒ（ｐ）；　％翻转数组
　　ｂ＝ｐ－ｐｐ倡ａｎ；　　％计算第二行及与第一行之差
　　ｃ（ ｉ＋１）＝ｂ（１）；　　％取第一个数
ｅｎｄ
ｃ　％给出朱利判据系数
例如上例给定四个特征值为 １．１、１．５、０．８、０．３，有两个特征值在单位圆外，系统不稳定。 运

行程序后，给出的系数系列结果为：
ｃ＝
　　１．００００　　０．８４３２　　－０．２８１５　　０．０１４７　　－０．０００５
该系数系列中第一个系数是 １，这是由于朱利判据的系数系列是首一的，有两个小于 ０ 的参

数，表明系统有两个不稳定特征值，与给定的数据和结果一致。
上面的程序为了验证方法给出了特征值，实际运行该程序时输入量应当是特征多项式系数，
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即从有“％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％”处开始。
进一步，可以证明

Δ（１）＞０
（－１） nΔ（－１）＞０

是系统稳定的必要条件。 在构成朱利表前可以首先使用。 如若特征方程不满足此条件，则系统
一定不稳定，故不必构造朱利表。 如若满足必要条件，则 a００ 必定大于零，故构造朱利表时可不必
进行计算。

随着计算机技术及软件的发展，求高阶系统特征值的计算变得较为简单，可以直接计算特征
值判断稳定性，而不必使用朱利表进行稳定性判断。

下面以二阶系统为例，给出二阶离散系统的稳定性判据。
已知二阶离散系统的特征方程为

Δ（ z）＝z２＋a１ z＋a２ ＝０
系统稳定的充要条件可以由朱利判据推导得到。

系统稳定的必要条件为

Δ（１）＞０，即　a２＞－１－a１
（－１） ２Δ（－１）＞０，即　a２＞－１＋a１

构造朱利表

　　１　　a１　　a２
－） a２ a１ １　×a２１

１－a２２

图 ３－１１　二阶系统参数稳定域

为使系统稳定，在满足必要条件后，只要求第 ３ 行的系数
１－a２２＞０

由该式推得 a２２＜１，即｜a２ ｜＜１，而｜a２ ｜＜１ 等价于｜Δ（０） ｜＜１。
由此得二阶离散系数稳定的充分必要条件为

｜Δ（０） ｜＜１，Δ（１）＞０，Δ（－１）＞０
依上述条件，可得二阶系统参数的稳定域，如图 ３－１１

所示。
例 3－4　已知单位负反馈系统的被控对象为 G０ （ s）＝ １

s＋１，控制器传递函数为 D （ z） ＝
１．１k（ z－０．９１）

（ z－１） ，控制指令通过 ＺＯＨ 控制被控对象。 试写出系统闭环传递函数，并求使系统稳定
的最大 k 值。 设 T＝０．２ ｓ。

解：G（ z）＝Z １－ｅ－Ts

s
１
s＋１ ＝（１－z－１）Z １

s（ s＋１） ＝ ０．１８２
z－０．８１８

Φ（ z）＝ D（ z）G（ z）
１＋D（ z）G（ z）＝

０．２００２k（ z－０．９１）
（ z－１）（ z－０．８１８）＋０．２００２k（ z－０．９１）

Φ（ z）＝ ０．２００ ２k（ z－０．９１）
z２－（１．８１８－０．２００ ２k） z＋（０．８１８－０．１８２k）

38３．１　稳定性分析　■　



Δ（ z）＝z２－（１．８１８－０．２００ ２k） z＋（０．８１８－０．１８２k）＝０
根据二阶系统稳定条件，有
（１） Δ（０）＝ （０．８１８－０．１８２k） ＜１，根据此要求，有
① ０．８１８－０．１８２k＜１

所以，k＞－１，因为放大系数不为负数，故要求 k＞０。
② ０．８１８－０．１８２k＞－１

k＜１．８１８／０．１８２＝９．９８
（２） Δ（１）＝１－（１．８１８－０．２００ ２k）＋（０．８１８－０．１８２k）＞０，要求 k＞０。
（３） Δ（－１）＝１＋（１．８１８－０．２００ ２k）＋（０．８１８－０．１８２k）＞０，要求 k＜９．５１。
为保证系统稳定，要求

０＜k＜９．５１
3．1．4　采样周期与系统稳定性

与连续系统不同，在采样系统里，采样周期是系统的一个重要参数，它的大小影响特征方程
的系数，从而对闭环系统的稳定性有明显的影响。

例 3－5　已知连续系统开环传递函数为 G（ s）＝ k
０．１s＋１，试讨论离散化时采样周期 T 对闭环

系统稳定性的影响。
解：众所周知，对于连续系统来说，选择 k＞０ 就可使系统稳定。
采样系统的开环传递函数为

G（ z）＝（１－z－１ ）Z k
s（０．１s＋１） ＝k（１－ｅ－１０T）

z－ｅ－１０T

系统的特征方程为

Δ（ z）＝z＋k（１－ｅ－１０T）－ｅ－１０T ＝０
为使系统稳定，要求特征根位于单位圆内，即

｜（１－ｅ－１０T）k－ｅ－１０T ｜＜１
亦即

－１＜［（１－ｅ－１０T）k－ｅ－１０T］＜１
根据［（１－ｅ－１０T）k－ｅ－１０T］＜１，可得 k＜（１＋ｅ－１０T ） ／（１－ｅ－１０T ）；根据［（１－ｅ－１０T ） k－ｅ－１０T ］＞－１，可得 k＞
－１。

取 T＝１，则－１＜k＜１；取 T＝０．１，则－１＜k＜２．１６５；取 T＝０．０１，则－１＜k＜２０。
可见，当采样周期减小时，使系统稳定的 k值范围将增大，反之则减小。
当 k 取值一定时，过大的采样周期 T 将使系统变得不稳定。 如 k＝２ 时，系统的特征方程为

Δ（ z）＝z＋２（１－ｅ－１０T）－ｅ－１０T ＝z＋２－３ｅ－１０T ＝０
为使系统稳定，要求

｜２－３ｅ－１０T ｜＜１
即

－１＜（２－３ｅ－１０T）＜１
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由（２－３ｅ－１０T）＜１，得 T＜０．１０９８３６；由（２－３ｅ－１０T）＞－１，得 T＞０（这是必然的）。
可见，当 k＝２ 时，采样周期 T必须小于 ０．１０９ ８６，系统才能稳定。
从本例题可得出如下结论：
① 离散系统的稳定性比连续系统差。 如对开环传递函数为 G（ s）＝ k

０．１s＋１的连续系统来说，
该系统在 k＞０ 下均是稳定的，而离散后，k必须限制在一定范围内才能稳定。

② 采样周期 T 也是影响稳定性的重要参数，一般来说，T 减小，稳定性增强。

3．2 稳态误差分析

　　系统的稳态误差描述了系统的静态特性，在研究控制系统的跟踪特性时是一个重要的指标，
依据稳态误差分析的结果，可以改善控制器的结构，从而得到更好的稳态特性。 和连续系统一
样，离散系统的稳态误差一方面与系统本身的结构和参数有关，另一方面与外作用特性有关。 连
续系统的稳态误差可用拉普拉斯变换中的终值定理求得，并用误差系数表示，离散系统也采用类
似的方法进行分析和计算。
3．2．1　离散系统稳态误差的定义

连续系统的误差信号定义为单位反馈系统指令输入与系统输出信号的差值，即
e（ t）＝r（ t）－c（ t）

稳态误差定义为上述误差的终值，即
eｓｓ ＝ｌｉｍ

t→∞e（ t）
类似地，离散系统的误差信号是指采样时刻的输入与输出信号的差值

e倡（ t）＝r倡（ t）－c倡（ t）
稳态误差也定义为

e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ
t→∞e

倡（ t）＝ｌｉｍ
k→∞e（kT） （３－１３）

若系统为非单位反馈系统，如图 ３－１２ 所示，则稳态误差定义为综合点处的误差
e倡（ t）＝r倡（ t）－b倡（ t）

图 ３－１２　非单位反馈系统稳态误差定义

本节主要讨论单位负反馈系统的稳态误差。
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3．2．2　离散系统稳态误差的计算
在连续系统中，常按系统的开环传递函数中所含积分环节的个数 ν来分类，当 ν＝０，１，２，…

时，分别称为 ０ 型、Ⅰ型、Ⅱ型、…系统。 按照 s域和 z 域的映射关系，积分环节 s 域极点 s＝０，映
射至 z域，极点为 z＝ｅ sT ＝１。 因此，离散系统若已写成脉冲传递函数形式，则按其开环脉冲传统
函数在 z＝１ 处的极点数 ν来分类，同样，ν＝０，１，２，…时，称为 ０ 型、Ⅰ型、Ⅱ型、…系统。

１．指令信号 r（k）作用下的稳态误差计算
首先研究只有指令信号 r（k）作用下的单位反馈系统，如图 ３－１３ 所示。 应当说明，当所有环

节均用脉冲传递函数描述时，系统结构图中不必再画出采样开关，因为根据定义，脉冲传递函数
两端必定都是采样信号。 由该图可求得闭环系统的误差传递函数

Φｅ（ z）＝E（ z）R（ z）＝
１

１＋D（ z）G（ z） （３－１４）
所以

E（ z）＝Φｅ（ z）R（ z）＝ １
１＋D（ z）G（ z）R（ z）

图 ３－１３　离散系统结构图

根据 z 变换的终值定理，离散系统采样时刻的稳态误差为
e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ

z→１ （１－z－１ ）E（ z）＝ｌｉｍ
z→１ （１－z－１ ） １

１＋D（ z）G（ z）R（ z） （３－１５）
可见，e倡ｓｓ与输入信号 R（ z）及系统结构 D（ z）G（ z）的特性均有关。

以下讨论常用的三种典型输入信号作用下的稳态误差。
（１） 单位阶跃函数 r（ t）＝１（ t）
单位阶跃函数的 z变换为 R（ z）＝１／（１－z－１ ）。 将其代入式（３－１５），得

e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ
z→１ （１－z－１ ） １

１＋D（ z）G（ z）·
１

（１－z－１）＝ｌｉｍ
z→１

１
１＋D（ z）G（ z） （３－１６）

＝ １
１＋ｌｉｍ

z→１D（ z）G（ z）＝
１

１＋Kp
式中，Kp ＝ｌｉｍ

z→１D（ z）G（ z）称为稳态位置误差系数，它是针对输入信号为阶跃函数定义的。 显然，Kp
增大，稳态误差减小。

对 ０ 型系统，开环传递函数 D（ z）G（ z）在 z＝１ 处无极点，或者说系统中不含积分环节，Kp 为
有限值，所以稳态误差 e倡ｓｓ亦为有限值。

对Ⅰ型系统，开环传递函数 D（ z）G（ z）在 z＝１ 处有 １ 个极点，或者说系统含有一个积分环
节，K p ＝∞，所以稳态误差为零。

类似地，对于高于Ⅰ型的系统，在 z＝１ 处有多个极点，Kp ＝∞，稳态误差为零。
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总之，若输入为阶跃信号时，对单位负反馈系统，系统无稳态误差的条件是系统正向通道中
至少含有 １ 个积分环节。

（２） 单位斜坡信号 r（ t）＝t
此时，输入信号的 z变换为 R（ z）＝ Tz

（ z－１） ２ ，代入式（３－１５），得
e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ

z→１ （１－z－１） １
１＋D（ z）G（ z）·

Tz
（ z－１） ２

＝ｌｉｍ
z→１

T
（ z－１）＋（ z－１）D（ z）G（ z） （３－１７）

＝ １
１
T ｌｉｍ
z→１ （ z－１）D（ z）G（ z）

＝１／K v

式中，K v ＝１
T ｌｉｍ
z→１ （ z－１）D（ z）G（ z）称为稳态速度误差系数，它是针对输入信号为斜坡函数定义的。

（３） 单位加速度信号 r（ t）＝１
２ t

２

此时，输入信号的 z变换为
R（ z）＝T

２（ z＋１） z
２ （ z－１） ３

代入式（３－１５），得
e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ

z→１ （１－z－１ ） １
１＋D（ z）G（ z）

T２（ z＋１） z
２ （ z－１） ３ （３－１８）

＝ １
１
T２ ｌｉｍ

z→１ （ z－１） ２D（ z）G（ z）
＝１／Ka

式中，Ka ＝１
T２ ｌｉｍ

z→１ （ z－１） ２D（ z）G（ z）称为稳态加速度误差系数。 它是针对输入信号为加速度函数定
义的。

从上述讨论中可见，连续与离散系统的误差系数的计算公式非常相似，但离散系统的 K ｖ 及

K ａ 还与采样周期 T 有关。 此外还应注意，如果不能写出闭环脉冲传递函数，则输入信号不能从
系统的动态特性分离出来，从而上述静态误差系数不能被定义。 在三种典型信号作用下的稳态
误差计算公式如表 ３－３ 所示。

表 3－3　离散系统的稳态误差
e倡ｓｓ r（ t）＝１（ t） r（ t）＝t r（t）＝１

２ t
２

０型系统 １／（１＋Kp） ∞ ∞
Ⅰ型系统 ０ １／Kv ∞
Ⅱ型系统 ０ ０ １／Ka

关于稳态误差，应注意以下几个概念：
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① 系统的稳态误差只能在系统稳定的前提下求得，如果系统不稳定，也就无所谓稳态误差。
因此，在求取系统稳态误差时，应首先确定系统是稳定的。

② 稳态误差为无限大并不等于系统不稳定，它只表明该系统不能跟踪所输入的信号，或者
说，跟踪该信号时将产生无限大的跟踪误差。

③ 上面讨论的稳态误差只是由系统的构造（如放大系数和积分环节等）及外界输入作用
所决定的原理误差，并非是由系统元部件精度所引起的。 也就是说，即使系统原理上无静差，
但实际系统仍可能由于元部件精度不高而造成稳态误差。 对计算机控制系统，由于 Ａ／Ｄ 及
Ｄ ／Ａ 转换器字长有限，在字长较短时，Ａ ／Ｄ 和 Ｄ／Ａ 的量化误差过大，将会给系统带来附加的
稳态误差。

２．干扰作用下的离散系统稳态误差
系统中的干扰是一种非有用信号，由它引起的输出完全是系统的误差。 图 ２－２９ 中，当指令

信号 r（ t）＝０ 时，误差完全由干扰 n（ t）引起，此时
e（ t）＝－cｎ（ t）

CＮ（ z）＝ NG１（ z）
１＋D（ z）G（ z） （３－１９）

根据终值定理，便可求出系统在干扰作用下采样时刻的稳态误差，即
e倡ｓｓＮ ＝ｌｉｍ

z→１ （１－z－１）E（ z）＝－ｌｉｍ
z→１ （１－z－１）CＮ（ z） （３－２０）

例 3－6　已知天线计算机控制系统结构图如图 ２－４１ 所示。 若令 D（ z）＝Kｄ ＝２０，试分析
θｒ（ t）＝１（ t）和 θｒ（ t）＝t两种情况下系统的稳态误差。 若假设由阵风引起的等效干扰电压 uｎ（ t）
＝１，试求干扰引起的稳态误差。

解：在计算稳态误差前应首先判断系统稳定性。 当 D（ z）＝K ｄ ＝２０ 时，依 ２．６ 节所得被控对
象传递函数，利用 ３．１ 节所述稳定判据，可知闭环系统稳定。

为求稳态误差，首先计算误差系数，利用表 ３－３ 中所给公式，可得
Kp ＝ｌｉｍ

z→１D（ z）G（ z）＝∞
K v ＝１

T ｌｉｍ
z→１ （ z－１）D（ z）G（ z）＝ １

０．０２ ｌｉｍ
z→１ （ z－１）· ２０×０．００３ ７４（ z＋０．９３６）

（ z－１）（ z－０．８１８） ≈４０
所以，当 θｒ（ t）＝１（ t）时，稳态误差 e倡ｓｓ ＝０；当 θｒ（ t）＝t，e倡 ＝１／K v ＝１／４０＝０．０２５。 实际上，通过系统
结构图可知，在 D（ z）＝Kｄ ＝２０ 时，该系统为Ⅰ型系统，所以 θｒ（ t）＝１ 时，e倡ｓｓ ＝０；当 θｒ（ t）＝t时系统
的速度误差系数 K v 就等于系统的开环放大系数 K＝Kｄ· Kω／i＝４０，得 e倡ｓｓ ＝０．０２５。

干扰的稳态误差利用终值定理进行计算

e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ
z→１ （ z－１）E（ z）＝ｌｉｍ

z→１ （ z－１）θｎ（ z）
在 D（ z）＝Kｄ ＝２０ 时

θｎ（ z）＝ UｎG１（ z）
１＋D（ z）G（ z）＝

０．００３ ７４（ z＋０．９３６）
（ z－１）（ z－０．８１８）＋２０×０．００３ ７４（ z＋０．９３６）

z
（ z－１）

所以

e倡ｓｓ ＝ｌｉｍ
z→１ （ z－１） ０．００３ ７４（ z＋１）

（ z－１）（ z－０．８１８）＋２０×０．００３ ７４（ z＋０．９３６）
z

（ z－１）＝－１／２０＝－０．０５
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3．2．3　采样周期对稳态误差的影响
离散系统中采样周期 T是系统的一个重要参数，故其大小对系统的动态特性及稳定性都有

很大的影响。 从离散系统的误差系数计算公式看，在 Kv 和 Ka 中都包含有 T。 那么，采样周期 T
对闭环系统的稳态误差是否有影响？ 结论是：对于具有零阶保持器的离散系统，稳态误差的计算
结果与 T无关，它只与系统的类型、放大系数及输入信号的形式有关。

为说明上述结论，现在分析图 ３－１４ 所示的连续系统和相应的离散系统。 为简便起见，图
３－１４中控制器设为 D（ s）＝１ 和 D（ z）＝１。 连续部分的传递函数一般式为

G０（ s）＝K（１＋τ１ s）（１＋τ２ s）…（１＋τm s）
sv（１＋T１ s）（１＋T２ s）…（１＋Tn s） （３－２１）

式中，K 为系统的开环放大系数，系统的类型等于积分环节 v的数目。

图 ３－１４　连续系统及其对应的离散系统

图 ３－１４（ａ）所示连续系统的稳态误差系数如表 ３－４ 所示。
表 3－4　系统类型与误差系数

系统类型（v） Kp Kv Ka

０ K ０ ０
Ⅰ ∞ K ０
Ⅱ ∞ ∞ K

图 ３－１４（ｂ）所示采样系统的开环脉冲传递函数为
G（ z）＝Z １－ｅ－sT

s G０（ s） ＝（１－z－１）Z K（１＋τ１ s）（１＋τ２ s）…（１＋τm s）
sv＋１（１＋T１ s）（１＋T２ s）…（１＋Tn s）

＝（１－z－１ ）Z K
sv＋１

＋K１
sv
＋…＋K２

s ＋分母无积分环节的各因式 （３－２２）
注意：括号内进行部分分式分解时，积分环节最高幂次项的系数必为原连续系统的开环放大

系数 K。 对括号内各因式进行 z变换时，只有分母中有 s因子的项在 z 变换后，分母中才有（ z－１）
的因子。

当系统为 ０ 型（v＝０）时，离散系统的开环传递函数为
G（ z）＝（１－z－１ ）Z K

s ＋分母无积分环节的各项
＝（１－z－１ ） Kz

z－１＋分母无（ z－１）因子的各项 （３－２３）
由此求得离散系统的误差系数为
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Kp ＝ｌｉｍ
z→１ G（ z）＝ｌｉｍ

z→１ （１－z－１ ） Kzz－１＝K
K v ＝１

T ｌｉｍ
z→１ （ z－１）G（ z）＝０

Ka ＝１
T２ ｌｉｍ

z→１ （ z－１） ２G（ z）＝０
可见，对于 ０ 型系统，稳态误差系数计算结果与连续系统完全相同，并不取决于采样周期 T。

当系统为Ⅰ型（ v＝１），离散系统的开环传递函数为
G（ z）＝（１－z－１ ）Z K

s２
＋K１
s ＋分母无积分环节的各项

＝（１－z－１ ） KTz
（ z－１） ２ ＋ K１ z

（ z－１）＋分母无（ z－１）因子的各项 （３－２４）
此时

Kp ＝ｌｉｍ
z→１ G（ z）＝∞

K v ＝１
T ｌｉｍ
z→１ （ z－１）G（ z）＝１

T ｌｉｍ
z→１ （ z－１）（１－z－１ ） KTz

（ z－１） ２ ＝K
Ka ＝１
T２ ｌｉｍ

z→１ （ z－１） ２G（ z）＝０
可见，Ⅰ型系统的稳态误差系数仍与连续系统相同，与 T 无关。 对Ⅱ型系统也可得出类似

结论。
所以可得结论，尽管离散系统的稳态误差系数 Kv 和 Ka 的公式中包含 T，但在实际计算过程

中，K v 和 Ka 的 T与脉冲传递函数中的 T相抵消，因此稳态误差与采样周期 T无关。

3．3 时域特性分析

　　在计算机控制系统里，控制器 D（ z）是在计算机中实现的，是在离散域表示的。 而由于被控
对象一般是连续的，因而输出响应也是连续的。 所以，描述离散系统的时域特性也与连续系统类
似，常用下述几个方面的性能表示：

① 稳定性

② 稳态特性（稳态误差）
③ 动态特性

前两个特性已分别在 ３．１ 节和 ３．２ 节介绍，本节着重讨论动态特性。
3．3．1　离散系统动态特性指标的提法及限制条件

动态特性主要是用系统在单位阶跃输入信号作用下的响应特性来描述，如图 ３－１５ 所示，它
反映了控制系统的瞬态过程。 主要性能指标用超调量 σ％、上升时间 tｒ、峰值时间 tｐ 和调节时间
tｓ 表示，其定义与连续系统一致，如图 ３－１５ 所示。

必须指出，尽管上述动态特性的提法与连续系统相同，但在 z 域进行分析时，所得到的只是
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各采样时刻的值。 对计算机控制系统而言，被控对象常常是连续变化的，因此，在采样间隔内系
统的状态并不能被表示出来，它们尚不能精确地描述和表达计算机控制系统的真实特性。 如图
３－１６ 所示，实际系统输出是连续变化的，它的最大峰值输出为 Cｍ，但在 z 域计算时，得到的峰值
为 C倡

ｍ ，一般情况下，C倡
ｍ ＜Cｍ。 若采样周期 T 较小，响应的采样值可能更接近连续响应。 如采样

周期 T 较大，两者差别可能较大。 多数情况下，只要采样周期 T 选取合适，把两个采样值连接起
来就可以近似代表采样间隔之间的连续输出值。

图 ３－１５　连续系统阶跃响应特性
　　　

图 ３－１６　离散系统阶跃响应－连续系统响应的采样

为精确描述采样间隔之间的信息，还可以采用扩展 z变换法进行理论计算（该方法本书中不
予讨论）。 工程中多采用数字仿真方法进行计算，只要仿真步长充分小，得到的响应特性与连续
系统响应极为接近。
3．3．2　离散系统极点、零点位置与时间响应的关系

在连续系统里，如果知道传递函数的极点位置，便可估计出与它对应的瞬态响应形状，这对
分析系统性能和设计控制律很有帮助。 在离散系统中，若已知脉冲传递函数的极点，同样也可估
计出它对应的瞬态响应。

１．极点位于实轴
如已知脉冲传递函数为

G（ z）＝c i １
z－p i （３－２５）

它的 z反变换即为它的脉冲响应
c（k）＝c ipk－１i 　　（k≥１） （３－２６）

式中，p i 为传递函数的实极点，其位置① ～⑥如图 ３－１７（ａ）所示。
① 若 p i＞１，脉冲响应单调发散。
② 若 p i＝１，脉冲响应为常值序列。
③ 若 ０＜p i＜１，即极点位于单位圆内正实轴上，脉冲响应单调衰减。
④ 若－１＜p i＜０，即极点位于单位圆内负实轴上，在式（３－２６）中，当 k 为偶数时，pki 为正值；当

k 为奇数时，pki 为负值。 因此该响应为收敛的正、负交替脉冲，或称振荡收敛。 振荡周期为 ２T，
振荡频率 ωｄ ＝ωｓ ／２。
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图 ３－１７　z平面极点分布与脉冲响应

⑤ 若 p i＝－１，脉冲响应为正、负交替的等幅脉冲。 同样，振荡周期为 ２T，振荡频率ωｄ ＝ωｓ ／２。
⑥ 若 p i＜－１，脉冲响应为正、负交替发散的脉冲，振荡周期为 ２T，振荡频率 ωｄ ＝ωｓ ／２。
⑦ 若 p i＝０，相于脉冲传递函数为 G（ z）＝c i z０，对应的时间响应为发生在 k＝１ 时的脉冲，表明

时间响应的时间最短，在一个采样周期内即结束。 因此，若脉冲传递函数有在原点处的极点，其
调节时间最短，在离散系统中，最短的过程时间为一个采样周期。

对 p i ＝０ 的响应，进一步查看该系统的阶跃响应将更为直观。 此时系统响应的 z变换为
C（ z）＝ １

z－p i
z
z－１＝

１
z－１　（p i＝０）
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z 反变换，可得
C（ z）＝z－１＋z－２＋z－３＋…

所以 c（k）＝１　（k≥１）
表明经过一个采样周期即达到了稳态。

例 3－7　已知数字滤波器如下
D（ z）＝ ０．１２６z３

（ z＋１）（ z－０．５５）（ z－０．６）（ z－０．６５）
试估计它在单位阶跃输入下的时间响应及稳态值。

解：数字滤波器的输出响应为
C（ z）＝D（ z）R（ z）＝ ０．１２６z３

（ z＋１）（ z－０．５５）（ z－０．６）（ z－０．６５）·
z
z－１

＝ zz－１＋
０．０１５４z
z＋１ －３．３０６zz－０．５５＋

１０．２０６z
z－０．６ －３．３０６zz－０．６５

z 反变换，得
c（k）＝１＋０．０１５４ （－１） k－３．３０６ （０．５５） k＋１０．２０６ （０．６） k－３．３０６ （０．６５） k

分析上式，第 １ 项为稳态值 １，第 ２ 项为振幅为 ０．０１５４ 的等幅振荡脉冲，最后 ３ 项的极点 p i
均在单位圆内的正实轴上，因而该 ３ 项的响应均为单调收敛，很快衰减。 所以该滤波器的阶跃响
应为：从零逐渐上升，在动态过程结束后，在稳态值 １ 处附加一个幅值为 ０．０１５ ４ 的等幅振荡。

２．极点为复根
如果脉冲传递函数的极点为一对共轭复根，如图 ３－１７（ｂ）所示，那么

G（ z）＝ c i
z－p i＋

c i＋１
z－p i＋１ （３－２７）

由于传递函数系数为实数，所以 c i、c i＋１必为共轭
c i，c i＋１ ＝｜c i｜ｅ±ｊφi （３－２８）

共轭复根也可写为

p i，p i＋１ ＝r iｅ±ｊθ i （３－２９）
式（３－２７）对应的瞬态响应为

c（k）＝Z－１ c i z
z－p i z

－１＋c i＋１ zz－p i＋１ z
－１ ＝c ipk－１i ＋c i＋１ pk－１i＋１

＝｜c i｜ｅ－ｊφirk－１i ｅ ｊθ i（ k－１） ＋｜c i｜ｅ ｊφirk－１i ｅ－ｊθ i（ k－１）

＝｜c i｜rk－１i （ｅ ｊ［ （ k－１） θi－φi］ ＋ｅ－ｊ［ （ k－１） θ i－φi］ ）
＝２｜c i ｜rk－１i ｃｏｓ［（k－１）θi－φi］　（k≥１） （３－３０）

所以，共轭复根对应的脉冲响应是以余弦规律振荡的，其中 φi 是与初始值有关的初始相角，振荡
频率 ωi ＝θi／T与共轭复根的辐角 θi 有关，辐角越大，振荡频率越高。 当 θi ＝π时，即一对共轭复
根变成为负实轴上的一对极点，此时振荡频率最大，等于 ωi ＝π／T＝ωｓ ／２。 脉冲响应的模与｜p i ｜k
成正比，可见：

① ｜p i｜＞１，振荡发散； p i 越大，发散越快。
② ｜p i｜＝１，振荡是等幅的。
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③ ｜p i｜＜１，振荡是收敛的， p i 越小，收敛越快。
极点位置与脉冲响应的变化趋势如图 ３－１７（ｃ）所示。 极点越靠近原点，收敛越快。 如果极

点在 z平面的原点上，即 p i＝０，脉冲响应的时间最短。 在离散系统里，最短的时间间隔为一个采
样周期，所以，如果一个极点 p i 位于 z平面的原点，它对应的脉冲响应为延迟一拍（T）复现。 极
点的辐角越大，振荡频率越高。 若辐角为零（即在正实轴上），则单调变化；辐角最大为 θi ＝π，则
振荡频率最高 ωi＝ωｓ ／２。

例 3－8　在图 ３－１８（ａ）所示 z平面上，有 ４ 对共轭复数极点，试分析它们的脉冲响应。

图 ３－１８　例 ３－８复数极点及其脉冲响应

解：①、②两对复数极点，因为其辐角为±π／４，所以振荡频率相同，且为 ωｄ ＝θi／T＝π／４T，振
荡周期为 Tｄ ＝２π／ωｄ ＝８T。 因为点①的幅值｜p i ｜＞１，故振荡是发散的，脉冲响应如图 ３－１８（ｂ）所
示。 ②点的幅值｜p i｜＜１，振荡收敛。 脉冲响应如图 ３－１８（ｃ）所示。

③、④两对复数极点，因其辐角为±３π／４，所以振荡频率 ωｄ ＝θi／T＝３π／４T，振荡周期 Tｄ ＝８T／３，
即在 ８T内振荡 ３次。 同理，③是发散的，④是收敛的。 脉冲响应分别如图 ３－１８（ｄ）、（ｅ）所示。

还应说明，系统的脉冲响应除与极点有关外，与零点的关系也很密切。 与连续系统类似，传
递函数的极点决定动态响应的模态组成，而零点将综合影响不同模态在整体响应中的幅值的大
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小，但分析起来较为复杂，本书不予讨论。
3．3．3　采样系统动态响应的计算

若已知离散系统的脉冲传递函数 矱（ z）和输入信号 R（ z）时，系统响应 c倡（ t）可以采用 z 反变
换各种方法，如部分分式展开法、长除法进行计算求取，并可计算求取动态响应的性能指标。

另一种方便的方法是将脉冲传递函数转换为差分方程，利用计算机实现循环迭代求解。
对于采样系统，如希望更准确地了解输出响应 c（ t） 在采样间隔之间的变化状况，可以利用

计算机实现“离散部分”与“连续部分”的混合仿真计算。 也就是在响应计算时，系统中离散部分
（如控制器）按设计选用的采样周期 T 进行仿真计算；而连续部分的仿真计算采用更小的计算步
长（连续系统仿真的步长），这样，系统连续部分的响应将以更小的时间间隔输出。 另一种方法
是使用扩展 z变换方法进行计算，本书对此不予讨论。

3．4 频域特性分析

　　与连续系统类似，离散系统频率特性特别是系统开环频率特性仍是分析系统稳定性、稳态和
动态特性的重要手段和工具，并且主要的分析方法也非常类似。
3．4．1　频域中系统稳定性分析

奈奎斯特稳定判据是检验连续系统稳定性的有效方法，它利用系统开环频率特性直接判断
闭环系统的稳定性。 奈奎斯特稳定判据可以直接用于离散系统，唯一需要注意的是，在 z 平面的
不稳定域是单位圆外部。 与连续系统奈奎斯特稳定判据类似，可总结归纳如下离散系统奈奎斯
特稳定判据。

若离散系统特征方程为

１＋kD（ z）G（ z）＝０ （３－３１）
① 确定 kD（ z）G（ z）的不稳定的极点数 p （不包括开环中位于 z＝１ 处的极点数）。
② 以 z＝ｅ ｊωT

代入，在 ０≤ωT≤２π范围内，画开环频率特性 kD（ｅ ｊωT）G（ｅ ｊωT）。
③ 计算该曲线顺时针方向包围 z ＝－１ 的数目 n。
④ 计算 q＝p－n；当且仅当 q＝０ 时，闭环系统稳定。
下面以具体实例说明之。
例 3－9　设某单位反馈离散系统开环传递函数为

G（ z）＝ k（ z＋１）
（ z－１）（ z－０．２４２） （３－３２）

采样周期 T＝０．１ ｓ，试绘制它的幅相特性曲线，并分析闭环系统的稳定性。
解：（１） 该开环系统稳定，所以 p＝０；
（２） 将 z＝ｅ ｊωT

代入式（３－３２），得
G（ｅ ｊωT）＝ k（ｅ ｊωT＋１）

（ｅ ｊωT－１）（ｅ ｊωT－０．２４２）
＝ k［ｃｏｓ （ωT）＋１＋ｊｓｉｎ （ωT）］
［ｃｏｓ （ωT）－１＋ｊｓｉｎ （ωT）］［ｃｏｓ （ωT）－０．２４２＋ｊｓｉｎ （ωT）］ （３－３３）
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依该式进行计算，可分别求得它的虚部及实部，从而得到它的幅相特性曲线，如图 ３－１９所示。

图 ３－１９　例 ３－９的幅相特性曲线

图 ３－１９ 分别绘出了 k＝０．１９８、０．７５８ ４、１ 时的 ３ 条曲线。 由图可见，ω从 ０→ωｓ ／２ 与 ω从
ωｓ ／２→ωｓ 的曲线是镜面对称的。 另外，当 ω从 ωｓ→３ωｓ ／２ 及 ω从 ３ωｓ ／２→２ωｓ 时，曲线又重复 １
次，这再一次说明了离散频率特性的特点。

（３） 当 k＝０．１９８ 时，频率特性不包围 z＝－１ 点，n＝０，所以 q＝０，故此时闭环系统稳定；当 k＝
１ 时，频率特性包围 z＝– １ 点一次，n＝１，所以 q＝– １，此时闭环系统不稳定；当 k＝０．７５８ ４，频率
特性穿越 z＝– １ 点，此时闭环系统为临界稳定。

以下 ＭＡＴＬＡＢ 程序可以自动完成例 ３－９ 的离散奈奎斯特曲线计算与绘图。
％ｄｉｇｉｔａｌ ｎｙｑｕｉｓｔ ｄｉａｇｒａｍ
ｃｌｅａｒ ａｌｌ
ｚＧ＝［－１］；ｐＧ＝［１ ０．２４２］；ｋ＝［０．１９８，０．７５８４，１］；Ｔｓ＝０．１；　％ 定义多项式与增益 ｋ，采

样周期

ｆｏｒ ｉ＝１：３
　　［ｎｕｍＧ，ｄｅｎＧ］ ＝ｚｐ２ｔｆ（ｚＧ，ｐＧ，ｋ（ ｉ））；　　％ 转换为传递函数

　　 ｄｎｙｑｕｉｓｔ（ｎｕｍＧ，ｄｅｎＧ，ＴＳ）；　　　　 ％ 绘制离散 ｎｙｑｕｉｓｔ 曲线
　　 ｈｏｌｄ ｏｎ；　ａｘｉｓ（［－３，０．５，－２，＋２］）；　　　％ 保持图形

ｅｎｄ
ｈｏｌｄ ｏｎ；
ｘｌａｂｅｌ（ Ｒｅ ）
ｙｌａｂｅｌ（ Ｉｍ ）
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ｔｅｘｔ（－２，－１，（－１，ｊ０） ）；
％ ｄｒａｗ ｕｎｉｔ ｃｉｔｃｕｌ，绘单位圆
ｘ＝－１：０．０１：０；
ｎ＝ｌｅｎｇｔｈ（ｘ）；
ｆｏｒ ｉ＝１：ｎ
　　 ｙ１（ ｉ）＝ｓｑｒｔ（１－ｘ（ ｉ） ２^）；ｙ２（ ｉ）＝－ｙ１（ ｉ）；
ｅｎｄ
ｐｌｏｔ（ｘ，ｙ１， ｋ ，ｘ，ｙ２， ｋ ）

3．4．2　相对稳定性的检验
在连续系统中，为了检验系统在达到不稳定之前，允许提高多少增益和允许增加多少额外的

相位滞后，通常引进幅值裕度（h）和相角裕度（γｍ ）的相对稳定性的概念。 这些概念仍可直接用
于离散时间系统，其定义与连续系统相同。 利用相对稳定性两个指标，可以间接判断和检测闭环

图 ３－２０　Ｂｏｄｅ图及稳定裕度

系统的动态特性，如系统快速性及振荡性等。
例如，在 k＝０．１９８ 时，从图 ３－１９ 中可以算

得幅值裕度 h＝３．８５，相角裕度 γｍ ＝５３°，系统
的截止频率 ωｃ ＝４．８８ ｒａｄ／ｓ。

利用离散系统 Ｂｏｄｅ 图求取稳定裕度更方
便。

对于式（３－３２） 所示系统，可利用 ＭＡＴ-
ＬＡＢ 软件中的下述指令求取：

Ｔ＝０．１；
ｚＧ＝［０．１９８ ０．１９８］； ｐＧ＝［１ －１．２４２

０．２４２］；
ｈｄ＝ｔｆ（ ｚＧ，ｐＧ，Ｔ）；ｍａｒｇｉｎ（ｈｄ）
ｇｒｉｄ

所得曲线如图 ３－２０ 所示。 从图中可知，截止频率 ωｃ ＝４．８８ ｒａｄ／ｓ，相角裕度 γｍ ＝５４°；幅值裕度
Lｈ ＝－２０ｌｏｇ （１／h）＝－２０ｌｏｇ （１／３．８５） ｄＢ＝１１．７ ｄＢ，ωｈ ＝１３．３ ｒａｄ／ｓ。

3．5 应用实例

　　第 ２ 章 ２．６ 节给出了天线计算机控制系统结构图（如图 ２－４０ 所示）。
（１） 试求使系统稳定的参数 D（ z）＝kｄ的范围；
（２） 试确定该系统的静态误差系数以及当 kｄ ＝１０ 时，常值干扰 Uｎ（ s）的稳态误差；
（３） 试确定当 T＝０．０２ ｓ、kｄ ＝１０ 时系统的稳定裕度；
（４） 计算 T＝０．０２ ｓ、kｄ ＝１０ 时闭环系统的单位阶跃曲线，并求系统的主要动态响应指标。
解：（１） 求取系统传递函数

79３．５　应用实例　■　



G（ z）＝Z １－ｅ－Ts

s
Kω

（Tωs＋１）·
１
is ＝Z K（１－ｅ－Ts）

s２（ s＋a） ＝Z ２０（１－ｅ－Ts）
s２（ s＋１０）

＝２（１－z－１ ） Tz
（ z－１） ２ － （１－ｅ－１０T） z

１０（ z－１）（ z－ｅ－１０T）
＝（２T－０．２＋０．２ｅ－１０T） z－［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］

（ z－１）（ z－ｅ－１０T）
（２） 判断稳定性
闭环系统特征方程

Δ（ z）＝１＋D（ z）G（ z）
＝（ z－１）（ z－ｅ－１０T）＋kｄ｛（２T－０．２＋０．２ｅ－１０T） z－［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］｝ （３－３４）
＝z２－［１＋ｅ－１０T－（２T－０．２＋０．２ｅ－１０T）kｄ］ z＋｛ｅ－１０T－kｄ［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］｝ ＝０

Δ（０）＝ ｅ－１０T－kｄ［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］ ＜１；
ｅ－１０T－kｄ［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］＜１； kｄ ＜ １－ｅ－１０T

０．２－（０．２＋２T）ｅ－１０T

ｅ－１０T－kｄ［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］＞－１； kｄ ＞ －（１＋ｅ－１０T）
０．２－（０．２＋２T）ｅ－１０T

Δ（１）＝１－［１＋ｅ－１０T－（２T－０．２＋０．２ｅ－１０T）kｄ］＋｛e－１０T－kｄ［（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２］｝＞０
２kｄT（１－ｅ－１０T）＞０

因为（１－ｅ－１０T）＞０，T＞０，所以，kｄ ＞０。
Δ（－１）＝１＋［１＋ｅ－１０T－（２T－０．２＋０．２ｅ－１０T）kｄ］＋［ｅ－１０T－kｄ（（０．２＋２T）ｅ－１０T－０．２）］＞０

kｄ ＜ ２（１＋ｅ－１０T）
２T（１＋ｅ－１０T）－０．４（１－ｅ－１０T）

若改变采样周期 T，依据上述结果，可看到极限放大系数 kｄ的变化：
T＝　　０．０１　　０．０２　　 ０．０５　　 ０．１　　 ０．２　　０．５
kｄ≤ １００．８ ５１．６ ２１．８ １１．９６ ７．２８ ３．３

可见，随着采样周期的增大，保证系统稳定的极限放大系数减小。
（３） 稳态特性分析
该系统为Ⅰ型系统，位置误差系数 kp ＝∞，速度误差系数 kv ＝kｄ kω／i＝２kｄ；
由干扰 uｎ ＝１（ t）所引起的输出均为误差。 依第 ２ 章 ２．６ 节的推导，有

θn（ z）＝ UｎG１（ z）
１＋D（ z）G（ z）

UｎG１（ z）＝Z［Uｎ（ s）· G１（ s）］ ＝Z Uｎ（ s）· Kω
（Tωs＋１）·

１
is

若假设 Uｎ（ s）＝１／s，则
UｎG１（ z）＝２Z １０

s２（ s＋１０） ＝０．００３ ７４（ z＋０．９３９） z
（ z－１） ２（ z－０．８１８ ７）

所以，在 D（ z）＝kｄ ＝１０ 时
θｎ（ z）＝ UｎG（ z）

１＋D（ z）G（ z）＝
UｎG（ z）

１＋１０G（ z）＝
０．００３ ７４（ z＋０．９３９） z

（ z２－１．７８１ ３z＋０．８５３ ８２）（ z－１）
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稳态误差值为

eｓｓ ＝－θｓｓ ＝－ｌｉｍ
z→１ （ z－１）θｎ（ z）＝ －０．００３ ７４（ z＋０．９３９） z

（ z２－１．７８１ ３z＋０．８５３ ８２）（ z－１）＝－０．１
从控制回路分析可知，闭环系统产生 ０．１ 的系统输出，控制器方能产生控制指令 u＝－１，抵

消干扰的作用。
（４） 稳定裕度的计算
开环传递函数为

D（ z）G（ z）＝１０×０．００３ ７４（ z＋０．９３９）
z２ －１．８１８ ７z＋０．８１８ ７ ＝ ０．０３７ ４z＋０．０３５ １

z２－１．８１８ ７z＋０．８１８ ７
利用 ＭＡＴＬＡＢ 相关指令可求得相位及幅值稳态裕度：

ｎｕｍ＝［０．０３７４　　０．０３５１］；
ｄｅｎ＝［１　　－１．８１８７　　０．８１８７］；
Ｔ＝０．０２；
ｈｄ＝ｔｆ（ｎｕｍ，ｄｅｎ，Ｔ）；
ｍａｒｇｉｎ（ｈｄ）；
　ｇｒｉｄ
由程序绘制的 Ｂｏｄｅ 图如图 ３－２１ 所示。 从图中可知，截止频率 ωｃ ＝１２．５ ｒａｄ／ｓ，相角裕度

γｍ ＝３１．６°；幅值裕度 Lｈ ＝１４．３ ｄＢ，ωｈ ＝３１．１ ｒａｄ／ｓ。

图 ３－２１　Ｂｏｄｅ图及稳定裕度

（５） 动态响应计算
利用 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ软件，对该系统进行仿真计算。 仿真曲线如图 ３－２２ 所示。 图中可见，超调量

σ％＝４０％，调节时间 tｓ ＝０．７６ ｓ，峰值时间 tｐ ＝０．２４ ｓ。 这种响应特性与稳定裕度是一致的，由于
相角裕度仅为 γｍ ＝３１．６°，所以系统超调量较大。
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图 ３－２２　单位阶跃响应

本章主要从时域及频域特性两方面讨论了离散系统的稳定性、稳态特性和动态响应
特性的描述方法和计算手段。 本章所讨论的特性与方法是分析计算机控制系统的基本手
段，应熟练地掌握和了解以下内容：

１．s 平面上的任意一点，通过 z 变换都对应地映射为 z 平面上唯一的一点，应清楚
地了解 s 平面向 z 平面映射的规律。 特别应注意，s 平面被分为一个主带和许多旁带，
主带与旁带内的对应点将重叠地映射为 z 平面上相同点。 此外应牢记，s 左半平面上所
有点将周期重复地映射在 z平面的单位圆内。 依据这种对应关系，应注意，z 平面上的
任意点对应 s 平面上的点并不是唯一的，s 平面上的映射点，实部相同，但沿虚轴将周期
地重复。

２．依 s平面与 z平面的关系，应注意掌握 s 平面上各等值线（如等阻尼比线、等自然
频率线等）在 z平面上的对应关系。 这些概念在系统设计时是非常有用的。

３．要牢记离散系统稳定的充分必要条件，特别应注意，采样周期对稳定性的影响，通
常，增大采样周期将使系统的稳定程度降低，甚至变为不稳定。 此外，还应注意，一个连续
系统，转换为离散系统后，在控制规律不变的情况下，系统稳定程度将要降低。

４．离散系统稳态误差的概念及基本规律与连续系统类似。 但应注意，尽管采样周期
是系统的重要参数，但在具有零阶保持器的系统中，采样周期大小并不影响稳态误差。

５．在研究系统动态特性时，系统动态指标的提法与连续系统类似，但应注意其特点。
６．与连续系统类似，应注意了解 z 平面极点分布与时间响应的关系以及相应的规

律，应注意当系统极点位于 z平面原点时，系统调节时间最短的概念。
７．尽管离散系统频率特性有其特点，并且绘制不太方便，但应注意，在利用相关的计

算机软件获得系统频率特性后，连续系统中判别稳定性、稳态误差和动态特性的一些方法
和概念也仍然可以使用。
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习　题

A习题（具有题解）
Ａ３－１　s平面上有３对极点，分别为 s１，２ ＝－１±ｊ１．５，s３，４ ＝－１±ｊ８．５，s５，６ ＝－１±ｊ１１．５， ωｓ ＝１０，试求在 z平面上相

应极点的位置。
Ａ３－２　已知 s平面上实轴平行线上点的位置（Ａ、Ｂ、Ｃ）如题图 Ａ３－２（ａ）和（ｂ）所示，试分别画出映射到 z平

面上点的位置。

题图 Ａ３－２　题 Ａ３－２图

Ａ３－３　已知 z平面上的点 z１，２ ＝－０．５±ｊ０．５，试求其映射至 s平面上的位置，设采样周期 T＝０．１ ｓ。
Ａ３－４　已知 s平面上封闭曲线如题图 Ａ３－４所示（①→②→③→④→⑤→①）。 试画出映射至 z 平面的封

闭曲线。

题图 Ａ３－４　题 Ａ３－４图

Ａ３－５　已知离散系统闭环特征方程分别为
（１） Δ（z）＝（ z＋１）（z＋０．５）（z＋２）＝０
（２） Δ（z）＝２z２＋０．６z＋０．４＝０
（３） Δ（z）＝z３＋２z２＋１．３１z＋０．２８＝０，试判断其稳定性。
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Ａ３－６　已知系统的结构图如题图 Ａ３－６所示，其中 k＝１，T＝０．１ ｓ，输入 r（ t）＝１（ t）＋t，试用稳态误差系数法
求稳态误差，并分析误差系数与 T的关系。

题图 Ａ３－６　系统结构图

Ａ３－７　汽车行驶速度控制系统的结构图如题图 Ａ３－７ 所示。 设 D（ z）＝k，试判断干扰力矩 Mｆ 为单位阶跃
时所产生的稳态误差（依图直接判断）。 若 T＝０．２ ｓ，求使系统稳定的 k值范围。 若该系统为连续系统时，结果
又如何。 比较说明之。

题图 Ａ３－７　习题 Ａ３－７汽车行驶速度控制系统的结构图

Ａ３－８　已知单位反馈离散系统开环传递函数为

题图 Ａ３－９　离散系统结构图

G（z）＝ k（１－ｅ－ TTｍ）z
（z－１）（z－ｅ－ TTｍ）

试求使系统稳定 k与 T的关系式。
Ａ３－９　试确定题图 Ａ３－９所示系统使系统稳定的 k值范围，令采样周

期 T趋于 ０，k值又如何？ 若将该系统作为连续系统，结果又如何？ 对上述
结果进行讨论。

Ａ３－１０　给定系统如题图 Ａ３－１０ 所示，设指令输入 R（ s）＝１／s，D（z）＝
k，扰动输入 N（s）＝A／s，T＝０．２ ｓ，Gｐ（s）＝ １

s＋１，G２（s）＝１，当 A＝－１，k＝２，系统的稳态误差如何？

题图 Ａ３－１０　习题 Ａ３－１０图

Ａ３－１１　写出开环脉冲传递函数 G（z）＝ z
z２－z＋０．５的脉冲响应表达式。

Ａ３－１２　如题图 Ａ２－１６所示的火星漫游车控制系统，若 D（z）＝１，T分别为 ０．１ ｓ和 １ ｓ，试确定使系统稳定
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的 k值范围。
Ａ３－１３双关节机械臂如题图 Ａ３－１３（ａ）所示。 简化后系统结构图如题图 Ａ３－１３（ｂ）所示。 若 D（z）＝１，试画

出连续系统及采样周期 T＝０．１ ｓ和 T＝１ ｓ开环对数频率特性曲线。

题图 Ａ３－１３　习题 Ａ３－１３双关节机械臂结构图

B习题
Ｂ３－１　已知 z平面复极点 zi，试求相应 s平面极点的阻尼比及无阻尼自然频率。
Ｂ３－２　试确定使开环传递函数为

G（z）＝K ４z－１＋z－２
１＋z－１＋０．１６z－２

单位负反馈闭环系统稳定的 K值。
Ｂ３－３　试确定题图 Ｂ３－３所示系统的稳定性和单位阶跃输入时的稳态输出值。 其中
（１） D（z）＝K　（比例控制器）；
（２） D（z）＝K z

（z－１）　（积分控制器） 。

题图 Ｂ３－３系统结构图

Ｂ３－４　试求题图 Ｂ３－３所示系统在斜坡输入时的稳态误差。
Ｂ３－５　题图 Ｂ３－５为水位高度控制系统示意图。 电机通过减速器控制 N个阀门的开度，水箱高度为 h（ t），

水箱底面积为 A，进水量为 qi（ t）＝kiNθｃ（ t）（θｃ 为电机转角），出水量 qｏ（ t）＝kｏh（ t），因此，水箱中水位高度由下
述方程描述

h（ t） ＝ １
A ∫t０（qi（ t） －qｏ（t））ｄt ＝ １

A ∫t０（kiNθｃ（ t） －kｏh（ t））ｄt
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所以有 h（ t）
θｃ（ t）＝

kiN
As＋kｏ

对该系统，根据已给参数，可知
h（ t）
θｃ（ t）＝

０．０６N
s＋１

直流电机的传递函数为

θｃ（s）
uａ（s）＝

１．７
s（s＋１２．５）

驱动电机的功率放大器系数 kａ ＝５０，电位计的传递系数 kｓ ＝１，减速比 i＝１００。
（１） 若 D（z）＝kｄ ＝１，T＝０．０５，试求使系统稳定的最大阀门数 N；
（２） 如考虑 Ａ／Ｄ的转换误差为 ５％，试求系统保持水位高度的稳态误差。

题图 Ｂ３－５　水箱控制系统原理示意图

Ｂ３－６　微机控制的直流电机速度控制系统如题图 Ｂ３－６ 所示。 其中 Uｃ ＝２４ Ｖ，kｍ ＝５ ｒａｄ／ｓ／Ｖ，Tｍ ＝０．０５ ｓ，
p＝１００脉冲／周。 设采样周期 T＝０．１ ｓ。 试求使系统稳定的 D（ z）＝kｄ 值以及 kｄ ＝１ 时，系统单位阶跃响应特性
及稳态值。

题图 Ｂ３－６　直流电机速度控制系统示意图

Ｂ３－７　数字飞船控制系统如题图 Ｂ３－７所示。 若采样周期 T＝０．２６４ ｓ，JV＝４１８ ２２，kp＝１．６５×１０６，试推导系
统开环及闭环传递函数，并求使系统稳定的临界 kｒ 值。

Ｂ３－８　已知单位负反馈闭环系统传递函数为
Φ（z）＝ z＋０．５

３（z２－z＋０．５）　　　T＝１ ｓ
试求开环传递函数，并绘制 Ｂｏｄｅ图，求相位、增益稳定裕度。

Ｂ３－９　试求题图 Ａ２－１５热蒸汽加热系统的相位、幅值稳定裕度、单位阶跃响应特性和稳态误差。 令 D（z）＝
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题图 Ｂ３－７　数字飞船控制系统

kｄ 分别为 １、１０，采样周期 T分别为 ０．２ ｓ、１ ｓ。
Ｂ３－１０　若开环传递函数为 G（s）＝ １

s（s＋１），试绘制连续系统奈奎斯特图及带零阶保持器和不带零阶保持器
离散系统的奈奎斯特图，设采样周期 T＝０．２ ｓ。

Ｂ３－１１　试求题图 Ｂ３－１１（ａ）、（ｂ）所示系统干扰所引起的稳态误差表达式，并说明为减少干扰所引起的稳
态误差应如何选取系统参数。

Ｂ３－１２　系统结构如题图 Ｂ３－１２（ａ）所示。 其控制算法为
u（kT）＝K（r（kT－τ）－c（kT－τ））

其中，τ为延迟时间。
（１） 试求当τ分别为 ０和 T时，使闭环系统稳定的控制器增益 K值的大小。
（２） 如连续系统如题图 Ｂ３－１２（ｂ）所示，试求当τ分别为 ０和 T时，使闭环系统稳定的控制器增益 K值的大

小，并与上述结果进行比较。

题图 Ｂ３－１１　习题 Ｂ３－１１系统结构图
　　　

题图 Ｂ３－１２　习题 Ｂ３－１２系统结构图
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