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１． 理解原函数与不定积分的概念 ．
２． 掌握不定积分的性质 ．
３． 熟练掌握基本积分公式 ．

Cj opyr

题型一　 不定积分的定义和性质

　 　 解题依据：
（１）若在区间 Ｉ 上，有 Ｆ′（ｘ）＝ ｆ（ｘ）或 ｄＦ（ｘ）＝ ｆ（ｘ）ｄｘ，则称 Ｆ（ｘ）为 ｆ（ｘ）在区间

Ｉ 上的一个原函数 ．函数 ｆ（ｘ）在区间 Ｉ 的全体原函数 Ｆ（ｘ）＋Ｃ，称为 ｆ（ｘ）在区间 Ｉ 上的
不定积分 ．

（２）函数的两个不同的原函数之间相差一个常数 ．

例 　 设 Ｆ（ｘ）和 Ｇ（ｘ）都是 ｆ（ｘ）的原函数，则下列结论中不正确的是（　 　 ）．

Ａ． ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ Ｆ（ｘ）＋２Ｇ（ｘ）３
＋Ｃ　 　 　 　 　 　 Ｂ． ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２Ｆ（ｘ）＋Ｇ（ｘ）３

＋Ｃ

Ｃ． ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝Ｇ（ｘ）＋Ｃ　 　 　 　 　 Ｄ． ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ（ｘ）＋２Ｇ（ｘ）＋Ｃ
解析：本题考查原函数的概念，Ｆ（ｘ）和 Ｇ（ｘ）都是 ｆ（ｘ）的原函数，则 Ｆ′（ｘ）＝ ｆ（ｘ），

Ｇ′（ｘ）＝ ｆ（ｘ），直接对各选项的右端函数求导，验证是否等于被积函数 ｆ（ｘ）即可 ．经计
算，［Ｆ（ｘ）＋２Ｇ（ｘ）＋Ｃ］′＝ ３ｆ（ｘ），故 Ｄ 选项不正确，其余 ３ 个选项的结论均正确，故选 Ｄ．

题型二　 利用基本积分公式计算不定积分

这类题型要求考生掌握基本积分公式，并能熟练地用基本积分公式计算不定积分 ．

例 １　 计算 ∫（槡ｘ ＋１）（槡ｘ －１）ｄｘ．
解析：化简被积函数（槡ｘ ＋１）（槡ｘ －１）＝ ｘ－１ ，于是

∫（槡ｘ ＋１）（槡ｘ －１）ｄｘ ＝ ∫（ｘ－１）ｄｘ ＝ ｘ
２

２
－ｘ＋Ｃ．

例 ２　 ∫ ｃｏｓ ｘ＋ １ｘ ＋
１
ｘ２C o ｄｘ．

解析：被积函数是几个简单的初等函数之和，根据函数和的不定积分等于不定积分
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的和，然后利用基本积分公式 ．

∫ ｃｏｓ ｘ＋ １ｘ ＋
１
ｘ２C o ｄｘ ＝ ∫ ｃｏｓ ｘｄｘ＋ ∫ １ｘ ｄｘ＋ ∫ １ｘ２ ｄｘ ＝ ｓｉｎ ｘ＋ｌｎ ｘ － １ｘ ＋Ｃ．

例 ３　 计算 ∫（３槡ｘ ＋１）２ ｄｘ．
解析：利用平方和公式展开被积函数，（

３

槡ｘ ＋１）
２
＝
３
ｘ槡
２ ＋２ ３槡ｘ ＋１，于是

∫（３槡ｘ ＋１）２ ｄｘ ＝ ∫（３ ｘ槡 ２ ＋２ ３槡ｘ ＋１）ｄｘ ＝ ∫ ３ ｘ槡 ２ ｄｘ＋ ∫ ２ ３槡ｘ ｄｘ＋ ∫ ｄｘ ＝ ３５ ｘ
５
３ ＋
３
２
ｘ
４
３ ＋ｘ＋Ｃ．

例 ４　 求 ∫ ｘ
４

１＋ｘ２
ｄｘ．

解析：对分子做恒等变形，化成能用基本公式的形式，通过减 １ 加 １，利用平方差公
式，去凑和分母相同的因子 １＋ｘ２，于是

∫ ｘ
４

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ∫ ｘ

４ －１＋１
１＋ｘ２

ｄｘ ＝ ∫ ｘ２ －１＋ １１＋ｘ２C o ｄｘ ＝ １３ ｘ３ －ｘ＋ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．
例 ５　 求 ∫ ｃｏｔ２ｘｄｘ．
解析：利用三角函数之间的关系，把被积函数化成能用基本公式的函数，

∫ ｃｏｔ２ｘｄｘ ＝ ∫（ｃｓｃ２ｘ － １）ｄｘ ＝ － ｃｏｔ ｘ － ｘ ＋ Ｃ． 　
　 　 【注】　 常用的三角函数之间的关系：

ｓｉｎ２ｘ＋ｃｏｓ２ｘ ＝ １，１＋ｔａｎ２ｘ ＝ ｓｅｃ２ｘ，１＋ｃｏｔ２ｘ ＝ ｃｓｃ２ｘ．
这三个和 １ 有关的公式请考生一定要牢记！

例 ６　 ∫ ｓｉｎ２ ｘ２ ＋
１

１－ｘ槡
２C o ｄｘ．

解析：分项，同时利用倍角公式，有

∫ ｓｉｎ２ ｘ２ ＋
１

１－ｘ槡
２C o ｄｘ ＝ １２ ∫（１－ｃｏｓ ｘ）ｄｘ＋ ∫ １

１－ｘ槡
２
ｄｘ ＝

１
２
（ｘ－ｓｉｎ ｘ）＋ａｒｃｓｉｎ ｘ＋Ｃ．

　 　 【注】　 当碰到被积函数为半角的平方时，考生要想到用倍角公式：

ｃｏｓ ２ｘ ＝ ｃｏｓ２ｘ－ｓｉｎ２ｘ ＝ ２ ｃｏｓ２ｘ－１ ＝ １－２ ｓｉｎ２ｘ，ｓｉｎ ２ｘ ＝ ２ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ，

或者其变形形式：ｃｏｓ２
ｘ
２
＝
１
２
（１＋ｃｏｓ ｘ），ｓｉｎ２

ｘ
２
＝
１
２
（１－ｃｏｓ ｘ）．

Copy

１． 在区间（ａ，ｂ）内，如果 ｆ ′（ｘ）＝ φ′（ｘ），则一定有（　 　 ）．
Ａ． ｆ（ｘ）＝ φ（ｘ）　 　 　 　 　 　 　 　 Ｂ． ｆ（ｘ）＝ φ（ｘ）＋Ｃ　

Ｃ． ｄ ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｄ ∫ φ（ｘ）ｄｘ　 　 　 　 Ｄ． ∫ ｆ（ｘ）ｄｘr i′＝ ∫ φ（ｘ）ｄｘr i′
答案：Ｂ．
解析：两个函数的原函数之间相差一个常数，故选 Ｂ．
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２． 求不定积分 ∫ １
ｘ２（１＋ｘ２）

ｄｘ．

答案：－
１
ｘ
－ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

解析：∫ １
ｘ２（１＋ｘ２）

ｄｘ ＝ ∫ ｄｘｘ２ － ∫
ｄｘ
１＋ｘ２

＝ －
１
ｘ
－ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

３． 求不定积分 ∫ ｃｏｓ ２ｘ
ｃｏｓ２ｘ ｓｉｎ２ｘ

ｄｘ．

答案：－ｃｏｔ ｘ－ｔａｎ ｘ＋Ｃ．
解析：

∫ ｃｏｓ ２ｘ
ｃｏｓ２ｘ ｓｉｎ２ｘ

ｄｘ ＝ ∫ ｃｏｓ
２ｘ－ｓｉｎ２ｘ

ｃｏｓ２ｘ ｓｉｎ２ｘ
ｄｘ ＝ ∫ ｃｓｃ２ｘｄｘ－ ∫ ｓｅｃ２ｘｄｘ ＝ －ｃｏｔ ｘ－ｔａｎ ｘ＋Ｃ．

４． 已知某商品的边际成本为 Ｃ′（ｘ）＝ ５０ｘ－ｘ２，固定成本为 １００，求总成本函数和平
均成本函数 ．

答案：Ｃ（ｘ）＝ ２５ｘ２ －
１
３
ｘ３ ＋１００，珔Ｃ（ｘ）＝ ２５ｘ－

１
３
ｘ２ ＋
１００
ｘ
．

解析：Ｃ（ｘ）＝ ∫
ｘ

０
Ｃ′（ｔ）ｄｔ＋Ｃ（０）＝ ２５ｘ２ －

ｘ３

３
＋１００，珔Ｃ（ｘ）＝

Ｃ（ｘ）
ｘ
＝ ２５ｘ－

１
３
ｘ２ ＋
１００
ｘ
．

５． 设曲线通过点（１，２），且其上任意点处的切线斜率等于这点横坐标的两倍，求此
曲线的方程 ．

答案：ｙ ＝ ｘ２ ＋１．
解析：设所求曲线方程为 ｙ ＝ ｆ（ｘ），则由题意知 ｙ′ ＝ ２ｘ，方程两边对 ｘ 积分，得 ｙ ＝

ｘ２ ＋Ｃ，又因为曲线通过点（１，２），代入，得 Ｃ ＝ １，故所求曲线方程为 ｙ ＝ ｘ２ ＋１．

Co pyri

１． 不定积分 ∫（２ ｘ－ｘ３）ｄｘ 的结果为（　 　 ）．
Ａ． ２ ｘ ｌｎ ２－３ｘ２ ＋Ｃ　 　 　 　 　 　 Ｂ．

２ ｘ

ｌｎ ２
－
ｘ４

４
＋Ｃ

Ｃ． ２ ｘ ｌｎ ２－
ｘ４

４
＋Ｃ　 　 　 　 　 　 Ｄ．

２ ｘ

ｌｎ ２
－３ｘ２ ＋Ｃ

解析：本题考查不定积分的性质及基本初等函数的积分公式，利用两个函数差的

积分等于积分的差及基本积分公式，故选 Ｂ．
２． 若 Ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的一个原函数，Ｃ 为常数，则下列函数中仍是 ｆ（ｘ）的原函数的是

（　 　 ）．
Ａ． Ｆ（Ｃｘ）　 　 Ｂ． Ｆ（ｘ＋Ｃ）　 　 Ｃ． ＣＦ（ｘ）　 　 Ｄ． Ｆ（ｘ）＋Ｃ
解析：本题考查原函数的定义，原函数之间可能会相差一个常数，选 Ｄ．

３． 已知 ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ＋Ｃ，则 ｆ（ｘ）＝ ．
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解析：∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ＋Ｃ，两边对 ｘ 求导数，有
∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ １

２
ｓｉｎ ２ｘ＋ＣC o ′＝ ｃｏｓ ２ｘ．

Co pyri

１． 积分 ∫ ３

槡ｘ －
１

槡ｘC o 槡ｘ ＋ １３
槡ｘC o ｄｘ ＝ ．

答案：
６
１１
ｘ
１１
６ －６ｘ

１
６ ＋Ｃ．

解析：∫ ３

槡ｘ －
１

槡ｘC o 槡ｘ ＋ １３
槡ｘC o ｄｘ ＝ ∫（ｘ ５６ －ｘ－ ５６）ｄｘ ＝ ６１１ｘ１１６ －６ｘ １６ ＋Ｃ．

２． 不定积分 ∫ ｘ
２

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ．

答案：ｘ－ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

解析：∫ ｘ
２

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ∫ １－ １１＋ｘ２C o ｄｘ ＝ ｘ－ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

３． 函数 ∫ ｃｏｓ ２ｘ
１＋ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ

ｄｘ 的一个原函数是（　 　 ）．

Ａ． ｌｎ（２＋ｓｉｎ ２ｘ）　 Ｂ． ｌｎ（１＋ｓｉｎ ２ｘ）
Ｃ． ｌｎ（ｘ＋ｓｉｎ ２ｘ）　 　 Ｄ． ｌｎ（２－ｓｉｎ２ｘ）
答案：Ａ．

解析：∫ ｃｏｓ ２ｘ
１＋ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ

ｄｘ ＝ ∫ ｄ（２＋ｓｉｎ ２ｘ）２＋ｓｉｎ ２ｘ
＝ ｌｎ（２＋ｓｉｎ ２ｘ）＋Ｃ，故选 Ａ．

４． 设 ｆ（ｘ）有一个原函数
ｓｉｎ ｘ
ｘ
，则 ∫ ｆ ′（ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ．
ｓｉｎ ｘ
ｘ
＋Ｃ　 　 　 　 　 　 　 Ｂ． ｃｏｓ ｘ＋Ｃ　

Ｃ．
ｘｃｏｓ ｘ－ｓｉｎ ｘ

ｘ２
＋Ｃ　 　 　 　 Ｄ．

ｘｃｏｓ ｘ＋ｓｉｎ ｘ
ｘ２

＋Ｃ

答案：Ｃ．

解析：ｆ（ｘ）有一个原函数
ｓｉｎ ｘ
ｘ
，根据原函数定义有 ｆ（ｘ）＝

ｓｉｎ ｘ
ｘC o ′ ＝ ｘｃｏｓ ｘ－ｓｉｎ ｘｘ２

，则

∫ ｆ ′（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ｘ）＋Ｃ ＝ ｘｃｏｓ ｘ－ｓｉｎ ｘｘ２
＋Ｃ，故选 Ｃ．

５． 计算不定积分 ∫ ｅ ｘ ２－ｅ
－ｘ

ｘC o ｄｘ．
答案：２ｅ ｘ－ｌｎ ｘ ＋Ｃ．

解析：∫ ｅ ｘ ２－ｅ
－ｘ

ｘC o ｄｘ ＝ ∫ ２ｅ ｘ－ １ｘC o ｄｘ ＝ ２ｅ ｘ－ｌｎ ｘ ＋Ｃ．
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１． 熟练掌握不定积分第一换元积分法 ．
２． 掌握不定积分第二换元法 ．
３． 熟练掌握不定积分的分部积分法 ．

C opyr

题型一　 第一换元积分法（凑微分法）

　 　 解题依据：

设 ∫ ｆ（ｕ）ｄｕ ＝Ｆ（ｕ）＋Ｃ，ｕ ＝ φ（ｘ）可微，则有
∫ ｆ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ［φ（ｘ）］＋Ｃ．

　 　 【注】　 凑微分的关键是把被积函数凑成 ｆ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）的形式，即观察到被积
函数是 φ（ｘ）的函数，则设法去凑 φ′（ｘ）ｄｘ ＝ ｄ［φ（ｘ）］．常见的凑微分形式如下：

（１）∫ ｆ（ａｘ＋ｂ）ｄｘ ＝ １ａ ∫ ｆ（ａｘ＋ｂ）ｄ（ａｘ＋ｂ），ａ≠０；
（２）∫ ｆ（槡ｘ）１

槡ｘ
ｄｘ ＝ ２∫ ｆ（槡ｘ）ｄ槡ｘ；

（３）∫ ｆ １ｘC o １ｘ２ ｄｘ ＝ － ∫ ｆ １ｘC o ｄ １ｘ ；
（４）∫ ｆ（ｘ２）ｘｄｘ ＝ １２ ∫ ｆ（ｘ２）ｄｘ２；
（５）∫ ｆ（ｌｎ ｘ）１ｘ ｄｘ ＝ ∫ ｆ（ｌｎ ｘ）ｄ（ｌｎ ｘ）；
（６）∫ ｆ（ｅ ｘ）ｅ ｘｄｘ ＝ ∫ ｆ（ｅ ｘ）ｄｅ ｘ；
（７）∫ ｆ（ｓｉｎ ｘ）ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫ ｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄ（ｓｉｎ ｘ）；
（８）∫ ｆ（ｃｏｓ ｘ）ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ － ∫ ｆ（ｃｏｓ ｘ）ｄ（ｃｏｓ ｘ）；
（９）∫ ｆ（ｔａｎ ｘ）ｓｅｃ２ｘｄｘ ＝ ∫ ｆ（ｔａｎ ｘ）ｄ（ｔａｎ ｘ）；
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　 　 （１０）∫ ｆ（ｃｏｔ ｘ）ｃｓｃ２ｘｄｘ ＝ － ∫ ｆ（ｃｏｔ ｘ）ｄ（ｃｏｔ ｘ）；
（１１）∫ ｆ（ａｒｃｓｉｎ ｘ） １

１－ｘ槡
２
ｄｘ ＝ ∫ ｆ（ａｒｃｓｉｎ ｘ）ｄ（ａｒｃｓｉｎ ｘ）；

（１２）∫ ｆ ａｒｃｔａｎ ｘａC o １
ａ２ ＋ｘ２

ｄｘ ＝
１
ａ ∫ ｆ ａｒｃｔａｎ

ｘ
ａC o ｄ ａｒｃｔａｎ ｘａC o ；

（１３）∫ ｆ ′（ｘ）ｆ（ｘ）
ｄｘ ＝ ∫ ｄ［ｆ（ｘ）］ｆ（ｘ）

＝ ｌｎ ｆ（ｘ） ＋Ｃ．

例 １　 求不定积分 ∫ ｄｘ１－２ｘ．
解析：凑微分 ｄｘ ＝ －

１
２
ｄ（１－２ｘ），则

∫ ｄｘ１－２ｘ ＝ －
１
２ ∫
ｄ（１－２ｘ）
１－２ｘ

１－２ｘ ＝


ｕ
－
１
２ ∫
ｄｕ
ｕ
＝ －
１
２
ｌｎ ｕ ＋Ｃ ＝ －

１
２
ｌｎ １－２ｘ ＋Ｃ．

　 　 【注】　 （１）凑微分求出不定积分后，考生一定要记得进行变量回代，因为被积
函数是关于变量 ｘ 的函数 ．

（２）这个过程熟练之后，中间换元的过程可以省略 ．
如此题过程可简化为：

∫ ｄｘ１－２ｘ ＝ －
１
２ ∫
ｄ（１－２ｘ）
１－２ｘ

＝ －
１
２
ｌｎ １－２ｘ ＋Ｃ．

例 ２　 求不定积分 ∫ １
ｘ（１＋ｌｎ ｘ）

ｄｘ．

解析：
ｄｘ
ｘ
凑成 ｄ（１＋ｌｎ ｘ），则 ∫ １

ｘ（１＋ｌｎ ｘ）
ｄｘ ＝ ∫ １

１＋ｌｎ ｘ
ｄ（１＋ｌｎ ｘ）＝ ｌｎ １＋ｌｎ ｘ ＋Ｃ．

例 ３　 求不定积分 ∫ ｄｘ９＋４ｘ２ ．

解析：∫ ｄｘ９＋４ｘ２ ＝ ∫
ｄｘ

９ １＋
２ｘ
３C o

２

r i
＝
１
６ ∫

ｄ
２ｘ
３C o

１＋
２ｘ
３C o

２
＝
１
６
ａｒｃｔａｎ

２ｘ
３
＋Ｃ．

例 ４　 计算不定积分 ∫ １＋ｘ
９－４ｘ槡

２
ｄｘ．

解析：∫ １＋ｘ
９－４ｘ槡

２
ｄｘ ＝ ∫ １

９－４ｘ槡
２
ｄｘ＋ ∫ ｘ

９－４ｘ槡
２
ｄｘ ＝

１
２ ∫

ｄ（２ｘ）

３２ －（２ｘ）槡
２
－
１
８ ∫
ｄ（９－４ｘ２）

９－４ｘ槡
２

＝
１
２ ∫

ｄ
２ｘ
３C o

１－
２ｘ
３C o槡

２
－
１
４ ∫
ｄ（９－４ｘ２）

２ ９－４ｘ槡
２
＝
１
２
ａｒｃｓｉｎ

２ｘ
３
－
１
４
９－４ｘ槡

２ ＋Ｃ．
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例 ５　 计算不定积分 ∫ ｔａｎ４ｘｄｘ．
解析：∫ ｔａｎ４ｘｄｘ ＝ ∫ ｔａｎ２ｘ ｔａｎ２ｘｄｘ ＝ ∫（ｓｅｃ２ｘ－１）ｔａｎ２ｘｄｘ

＝ ∫ ｔａｎ２ｘ ｓｅｃ２ｘｄｘ－ ∫ ｔａｎ２ｘｄｘ ＝ ∫ ｔａｎ２ｘｄ（ｔａｎ ｘ）－ ∫（ｓｅｃ２ｘ－１）ｄｘ
＝
１
３
ｔａｎ３ｘ－ｔａｎ ｘ＋ｘ＋Ｃ．

例 ６　 计算不定积分 ∫ ｓｉｎ３ｘｄｘ．
解析：∫ ｓｉｎ３ｘｄｘ ＝ ∫ ｓｉｎ２ｘｄ（－ｃｏｓ ｘ）＝ ∫（ｃｏｓ２ｘ－１）ｄ（ｃｏｓ ｘ）＝ ｃｏｓ

３ｘ
３
－ｃｏｓ ｘ＋Ｃ．

例 ７　 计算不定积分 ∫ ｃｏｓ４ｘｄｘ．
解析：∫ ｃｏｓ４ｘｄｘ ＝ ∫ １２ （１＋ｃｏｓ ２ｘ）r i

２

ｄｘ ＝
１
４ ∫（１＋２ｃｏｓ ２ｘ＋ｃｏｓ２２ｘ）ｄｘ

＝
１
４ ∫ ｄｘ＋ ∫ ２ｃｏｓ ２ｘｄｘ＋ ∫ ｃｏｓ２２ｘｄｘr i
＝ １
４
ｘ ＋ ｓｉｎ ２ｘ ＋

１
２ ∫（１ ＋ ｃｏｓ ４ｘ）ｄｘr i

＝
３
４
ｘ＋
１
４
ｓｉｎ ２ｘ＋

１
３２
ｓｉｎ ４ｘ＋Ｃ．

　 　 【注】　 当被积函数是弦函数的奇数次幂如ｓｉｎ２ｎ＋１ ｘ，ｃｏｓ２ｎ＋１ ｘ 时，可分出一个因子

与 ｄｘ 凑微分，然后积分；当被积函数是弦函数的偶数次幂如ｓｉｎ２ｎ ｘ，ｃｏｓ２ｎ ｘ 时，可利用
倍角公式先进行降幂，然后积分 ．

Copy

１． 若 ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｘ２ ＋Ｃ，则 ∫ ｘｆ（１－ｘ２）ｄｘ ＝ ．

答案：－
１
２
（１－ｘ２）２ ＋Ｃ．

解析：∫ ｘｆ（１－ｘ２）ｄｘ ＝ － １２ ∫ ｆ（１－ｘ２）ｄ（１－ｘ２）＝ －
１
２
（１－ｘ２）２ ＋Ｃ．

２． 计算不定积分 ∫ １
ｘ（４－ｌｎ２ｘ）

ｄｘ．

答案：
１
４
ｌｎ
２＋ｌｎ ｘ
２－ｌｎ ｘ

＋Ｃ．

解析：∫ １
ｘ（４－ｌｎ２ｘ）

ｄｘ ＝ ∫ ｄ（ｌｎ ｘ）４－ｌｎ２ｘ
＝ ∫ ｄ（ｌｎ ｘ）
（２＋ｌｎ ｘ）（２－ｌｎ ｘ）

＝
１
４ ∫

１
２＋ｌｎ ｘ

＋
１

２－ｌｎ ｘC o ｄ（ｌｎ ｘ）＝ １４ ｌｎ ２＋ｌｎ ｘ２－ｌｎ ｘ
＋Ｃ．

０１１
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３． 计算不定积分 ∫ ｔａｎ３ｘｄｘ．
答案：

１
２
ｔａｎ２ｘ＋ｌｎ ｃｏｓ ｘ ＋Ｃ．

解析：∫ ｔａｎ３ｘｄｘ ＝ ∫（ｓｅｃ２ｘ－１）ｔａｎ ｘｄｘ ＝ ∫ ｓｅｃ２ｘｔａｎ ｘｄｘ－ ∫ ｔａｎ ｘｄｘ
＝ ∫ ｔａｎ ｘｄ（ｔａｎ ｘ）－ ∫ ｔａｎ ｘｄｘ ＝ １２ ｔａｎ２ｘ＋ｌｎ ｃｏｓ ｘ ＋Ｃ．

４． 计算不定积分 ∫ ｓｉｎ２ｘ ｃｏｓ３ｘｄｘ．
答案：

１
３
ｓｉｎ３ｘ－

１
５
ｓｉｎ５ｘ＋Ｃ．

解析：∫ ｓｉｎ２ｘ ｃｏｓ３ｘｄｘ ＝ ∫ ｓｉｎ２ｘ（１－ｓｉｎ２ｘ）ｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ ∫ ｓｉｎ２ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）－ ∫ ｓｉｎ４ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）
＝
１
３
ｓｉｎ３ｘ－

１
５
ｓｉｎ５ｘ＋Ｃ．

题型二　 第二换元积分法

　 　 解题依据：设 ｘ ＝ψ（ｔ），且 ψ′（ｔ）≠０，若 ∫ ｆ［ψ（ｔ）］ψ′（ｔ）ｄｔ ＝Ｆ（ｔ）＋Ｃ，则
∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ［ψ －１（ｘ）］＋Ｃ．

　 　 【注】　 第二换元积分法中令 ｘ ＝ψ（ｔ），求出原函数后必须把 ｔ ＝ψ －１（ｘ）回代 ．
被积函数中含有根式，且无法用直接法和凑微分法计算的题目，为去掉题目中的

根式，可用换元法，常见换元法有：

（１）含 ｎ ｘ＋槡 ｂ时，令 ｎ ｘ＋槡 ｂ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｔｎ－ｂ，ｄｘ ＝ ｎｔｎ－１ ｄｔ；

（２）同时含 ｎ

槡ｘ和
ｍ

槡ｘ时，取 ｎ 和 ｍ 的最小公倍数 ｕ ＝（ｍ，ｎ），令 ｘ ＝ ｔ
ｕ；

（３）含 ａ２ －ｘ槡
２（ａ＞０）时，令 ｘ ＝ ａｓｉｎ ｔ；

（４）含 ａ２ ＋ｘ槡
２（ａ＞０）时，令 ｘ ＝ ａｔａｎ ｔ；

（５）含 ｘ２ －ａ槡
２（ａ＞０）时，令 ｘ ＝ ａｓｅｃ ｔ．

其他常见的代换还有：

（６）倒代换 ｔ ＝
１
ｘ
，用于分母幂次较高的问题；

（７）指数代换 ｔ ＝ ｅ ｘ，用于当被积函数是 ｅ ｘ 的函数的问题；

（８）对数代换 ｔ ＝ ｌｎ ｘ，用于被积函数是 ｅ ｘ 或 ｌｎ ｘ 的函数的问题 ．
考生在解决具体问题时需要具体分析 ．

例 １　 求不定积分 ∫ ｘ－１２ｘ＋槡 １
ｄｘ．

解析：方法 １　 令 ２ｘ＋槡 １ ＝ ｔ，ｘ ＝
１
２
（ｔ２ －１），ｄｘ ＝ ｔｄｔ，则

１１１
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∫ ｘ－１２ｘ＋槡 １
ｄｘ ＝ ∫

１
２
（ｔ２ －１）－１

ｔ
·ｔｄｔ ＝ ∫ １２ ｔ２ －

３
２C o ｄｔ ＝ １６ ｔ３ － ３２ ｔ＋Ｃ

＝
１
６
（２ｘ＋１）

３
２ －
３
２
（２ｘ＋１）

１
２ ＋Ｃ．

方法 ２　 本题也可以利用凑微分法来求解，

∫ ｘ－１２ｘ＋槡 １
ｄｘ ＝

１
２ ∫
２ｘ＋１－３

２ｘ＋槡 １
ｄｘ ＝

１
４ ∫［（２ｘ＋１）

１
２ －３ （２ｘ＋１）－

１
２］ｄ（２ｘ＋１）

＝
１
６
（２ｘ＋１）

３
２ －
３
２
（２ｘ＋１）

１
２ ＋Ｃ．

例 ２　 求不定积分 ∫ １

槡ｘ ＋
４

槡ｘ
ｄｘ．

解析：本题同时含有槡ｘ，
４

槡ｘ这两个根式，通过换元将根式转化为整式，取 ２ 和 ４ 的最
小公倍数 ４，

设
４

槡ｘ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｔ
４
，ｄｘ ＝ ４ｔ３ ｄｔ，于是

∫ ｄｘ
槡ｘ ＋

４

槡ｘ
＝ ∫ ４ｔ

３

ｔ＋ｔ２
ｄｔ ＝ ４ ∫ ｔ

３ ＋１－１
ｔ（ｔ＋１）

ｄｔ ＝ ４ ∫ ｔ－１＋
１
ｔC o － １

ｔ（ｔ＋１）r i ｄｔ
＝ ４∫ ｔ－１＋

１
ｔC o － １ｔ ＋ １ｔ＋１r i ｄｔ

＝ ２ｔ２ －４ｔ＋４ｌｎ ｜ １＋ｔ ｜ ＋Ｃ ＝ ２槡ｘ －４
４

槡ｘ ＋４ｌｎ（
４

槡ｘ ＋１）＋Ｃ．

例 ３　 求不定积分 ∫ ｘ
２ －槡 １
ｘ２

ｄｘ．

解析：当 ｘ≥１ 时，设 ｘ ＝ ｓｅｃ ｔ，ｔ∈ ０，
π
２r o ， ｘ２ －槡 １ ＝ ｔａｎ ｔ，ｄｘ ＝ ｓｅｃ ｔｔａｎ ｔｄｔ

∫ ｘ
２ －槡 １
ｘ２

ｄｘ ＝ ∫ ｔａｎ ｔｓｅｃ ｔｔａｎ ｔｄｔｓｅｃ２ ｔ
＝ ∫（ｓｅｃ ｔ－ｃｏｓ ｔ）ｄｔ ＝ ｌｎ ｜ ｓｅｃ ｔ＋ｔａｎ ｔ ｜ －ｓｉｎ ｔ＋Ｃ

＝ ｌｎ ｘ＋ ｘ２ －槡 １ －
ｘ２ －槡 １
ｘ
＋Ｃ．

图 ３－１

为了回代方便，根据 ｓｅｃ ｔ ＝ ｘ 作辅助三角形，如图 ３－１，

显然，ｔａｎ ｔ ＝ ｘ２ －槡 １，ｓｉｎ ｔ ＝
ｘ２ －槡 １
ｘ
．

当 ｘ≤－１ 时，设 ｘ ＝ ｓｅｃ ｔ，ｔ∈ － π
２
，０C i ，做法同上，结果

也相同 ．

例 ４　 求不定积分 ∫ ｘ
（ｘ－１）１００

ｄｘ ．

解析：设 ｘ－１ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｔ＋１，ｄｘ ＝ ｄｔ，于是

２１１
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∫ ｘ
（ｘ－１）１００

ｄｘ ＝ ∫ ｔ＋１ｔ１００ ｄｔ ＝ ∫（ｔ
－９９ ＋ｔ－１００）ｄｔ ＝ －

ｔ－９８

９８
－
ｔ－９９

９９
＋Ｃ ＝ －

（ｘ－１）－９８

９８
－
（ｘ－１）－９９

９９
＋Ｃ．

例 ５　 求不定积分 ∫ ａ
２ －ｘ槡

２

ｘ４
ｄｘ（ｘ＞０）．

解析：此题因为分母中 ｘ 的幂次较高，不用三角代换，而是用倒代换，

令 ｘ ＝
１
ｔ
，则 ｄｘ ＝ －

１
ｔ２
ｄｔ，于是

∫ ａ
２ －ｘ槡

２

ｘ４
ｄｘ ＝ ∫

ａ２ －
１
ｔ２槡

１
ｔ４

· －
１
ｔ２
ｄｔC o ＝ － ∫（ａ２ ｔ２ －１）１２·ｔｄｔ　 　 　 　

＝ －
１
２ａ２ ∫（ａ２ ｔ２ －１）

１
２ ｄ（ａ２ ｔ２ －１）＝ －

（ａ２ ｔ２ －１）
３
２

３ａ２
＋Ｃ ＝ －

（ａ２ －ｘ２）
３
２

３ａ２ｘ３
＋Ｃ．

例 ６　 求不定积分 ∫ ｄｘｅ ｘ＋ｅ－ｘ ．
解析：设 ｅ ｘ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｌｎ ｔ，ｄｘ ＝

ｄｔ
ｔ
，于是

∫ ｄｘｅ ｘ＋ｅ－ｘ ＝ ∫
ｄｔ
ｔ

ｔ＋
１
ｔ

＝ ∫ ｄｔｔ２ ＋１ ＝ ａｒｃｔａｎ ｔ＋Ｃ ＝ ａｒｃｔａｎ ｅ ｘ＋Ｃ．

　 　 【注】　 被积函数是 ｅｘ 的函数，把 ｅｘ 看做一个整体，令 ｅｘ ＝ ｔ，这个代换称为指数代换．

由换元法得到的几个结论可作为公式使用，对基本积分公式表做如下扩充：

　 　 （１４）∫ ｄｘｘ２ －ａ２ ＝
１
２ａ
ｌｎ
ｘ－ａ
ｘ＋ａ

＋Ｃ；

（１５）∫ １
ａ２ ＋ｘ２

ｄｘ ＝
１
ａ
ａｒｃｔａｎ

ｘ
ａ
＋Ｃ；

（１６）∫ １

ａ２ －ｘ槡
２
ｄｘ ＝ ａｒｃｓｉｎ

ｘ
ａ
＋Ｃ；

（１７）∫ ｔａｎ ｘｄｘ ＝ －ｌｎ ｃｏｓ ｘ ＋Ｃ ＝ ｌｎ ｓｅｃ ｘ ＋Ｃ；
（１８）∫ ｃｏｔ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｓｉｎ ｘ ＋Ｃ；
（１９）∫ ｓｅｃ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｓｅｃ ｘ＋ｔａｎ ｘ ＋Ｃ；
（２０）∫ ｃｓｃ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｃｓｃ ｘ－ｃｏｔ ｘ ＋Ｃ；
（２１）∫ １

ｘ２ ±ａ槡
２
ｄｘ ＝ ｌｎ ｘ＋ ｘ２ ±ａ槡

２ ＋Ｃ．

３１１
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Copy

１． ∫ １

１－４ｘ槡
２
ｄｘ ＝ ．

答案：
１
２
ａｒｃｓｉｎ ２ｘ＋Ｃ．

解析：∫ １

１－４ｘ槡
２
ｄｘ ＝

１
２ ∫

ｄ（２ｘ）

１－４ｘ槡
２
＝
１
２
ａｒｃｓｉｎ ２ｘ＋Ｃ．

２． ∫ ｘｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ＋Ｃ，则 ∫ １ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ．

答案：－
１
３
（１－ｘ２）

３
２ ＋Ｃ．

解析：∫ ｘｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ，两端同时对 ｘ 求导，有 ｘｆ （ｘ）＝
１

１－ｘ槡
２
，则

１
ｆ（ｘ）

＝ ｘ １－ｘ槡
２
，于是 ∫ １ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ ｘ １－ｘ槡

２ ｄｘ ＝ －
１
２ ∫ １－ｘ槡

２ ｄ（１－ｘ２）＝ －
１
３
（１－ｘ２）

３
２ ＋Ｃ．

３． ∫ １ｅ ｘ＋１ｄｘ ＝（　 　 ）．
Ａ． ｘ－ｌｎ（ｅ ｘ＋１）＋Ｃ　 　 　 Ｂ． ｘ＋ｌｎ（ｅ ｘ＋１）＋Ｃ　
Ｃ． ｌｎ ｘ －ｌｎ（ｅ ｘ＋１）＋Ｃ　 　 Ｄ． ｌｎ ｘ ＋ｌｎ（ｅ ｘ＋１）＋Ｃ
答案：Ａ．

解析：设 ｅ ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｌｎ ｔ，ｄｘ ＝
ｄｔ
ｔ
，于是

∫ １ｅ ｘ＋１ｄｘ ＝ ∫
ｄｔ

（ｔ＋１）ｔ
＝ － ∫ ｄｔｔ＋１＋ ∫

ｄｔ
ｔ
＝ －ｌｎ ｔ＋１ ＋ｌｎ ｔ ＋Ｃ ＝ ｘ－ｌｎ（ｅ ｘ＋１）＋Ｃ．

４． 求不定积分 ∫ ｘ３

（ｘ－１）１００
ｄｘ．

答案：－
１

９６ （ｘ－１）９６
－

３
９７ （ｘ－１）９７

－
３

９８ （ｘ－１）９８
－

１
９９ （ｘ－１）９９

＋Ｃ．

解析：设
１
ｘ－１
＝ ｔ，则 ｘ－１ ＝

１
ｔ
，ｘ ＝
ｔ＋１
ｔ
，ｄｘ ＝ －

ｄｔ
ｔ２
，于是

∫ ｘ３

（ｘ－１）１００
ｄｘ ＝ ∫ ｔ

１００

ｔ３
（ｔ＋１）３· －

ｄｔ
ｔ２C o ＝ － ∫ ｔ９５（ｔ３ ＋３ｔ２ ＋３ｔ＋１）ｄｔ　 　

＝ － ∫（ｔ９８ ＋３ｔ９７ ＋３ｔ９６ ＋ｔ９５）ｄｔ ＝ － ｔ
９９

９９
＋
３ｔ９８

９８
＋
３ｔ９７

９７
＋
ｔ９６

９６C o ＋Ｃ
＝ －

１
９６ （ｘ－１）９６

－
３

９７ （ｘ－１）９７
－

３
９８ （ｘ－１）９８

－
１

９９ （ｘ－１）９９
＋Ｃ ．
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题型三　 分部积分法

　 　 解题依据：设函数 ｕ ＝ ｕ（ｘ），ｖ ＝ ｖ（ｘ）具有连续导数，则有

∫ ｕｖ′ｄｘ ＝ ｕｖ－ ∫ ｕ′ｖｄｘ，
或简记为

∫ ｕｄｖ ＝ ｕｖ－ ∫ ｖｄｕ．

　 　 【注】　 分部积分公式适用于被积函数是两个函数乘积的形式，而且 ∫ ｕ′ｖｄｘ 要
比 ∫ ｕｖ′ｄｘ 容易求出，所以正确选择 ｕ，ｖ 是关键 ．牢记 ｕ 函数的选择顺序是反三角函
数、对数函数、幂函数、指数函数和三角函数 ．（或反三角函数、对数函数、幂函数、三角
函数和指数函数，也就是说三角函数和指数函数在分部积分计算时，优先级相同 ．）

例 １　 求不定积分 ∫ ｌｎ ｘｄｘ．
解析：对数函数的原函数不在基本积分公式里，需要用分部积分法求出，显然，

ｌｎ ｘ ＝ ｕ，于是 ∫ ｌｎ ｘｄｘ ＝ ｘｌｎ ｘ－ ∫ ｘ· １ｘ ｄｘ ＝ ｘｌｎ ｘ－ｘ＋Ｃ．
ｌｎ ｘ 的积分比较常用，建议考生将此公式记住！

例 ２　 求不定积分 ∫ ａｒｃｓｉｎ ｘｄｘ．
解析：∫ ａｒｃｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ－ ∫ ｘｄｘ

１－ｘ槡
２
＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ＋ ∫ ｄ（１－ｘ

２
）

２ １－ｘ槡
２

＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ＋ １－ｘ槡
２ ＋Ｃ．

同理，∫ ａｒｃｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｃｏｓ ｘ－ １－ｘ槡
２ ＋Ｃ．

例 ３　 求不定积分 ∫ ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ．
解析：∫ ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－ ∫ ｘ· １

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－

１
２ ∫
ｄ（１＋ｘ２）
１＋ｘ２

＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－
１
２
ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．

同理，∫ ａｒｃｃｏｔ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｃｏｔ ｘ＋ １２ ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．
　 　 【注】　 求对数函数、反三角函数的原函数需要用分部积分法，得到的结论如下：

（１）∫ ｌｎ ｘｄｘ ＝ ｘｌｎ ｘ－ｘ＋Ｃ；
（２）∫ ａｒｃｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ＋ １－ｘ槡

２ ＋Ｃ；
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　 　 （３）∫ ａｒｃｃｏｓｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｃｏｓｘ－ １－ｘ槡
２ ＋Ｃ；

（４）∫ ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－ １２ ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ；
（５）∫ ａｒｃｃｏｔ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｃｏｔ ｘ＋ １２ ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．

例 ４　 计算 ∫ ｘｃｏｓ ｘｄｘ．
解析：∫ ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫ ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ ｘｓｉｎ ｘ－ ∫ ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ｘｓｉｎ ｘ＋ｃｏｓ ｘ＋Ｃ．

　 　 【注】　 当被积函数为幂函数与三角函数之积时，如：ｘｎ ｓｉｎ ｋｘ，ｘｎｃｏｓ ｋｘ，用分部
积分公式计算时，要将幂函数取做 ｕ 函数放在外面，ｓｉｎ ｋｘｄｘ，ｃｏｓ ｋｘｄｘ 分别凑成

－
１
ｋ
ｄ（ｃｏｓ ｋｘ），

１
ｋ
ｄ（ｓｉｎ ｋｘ）． 　

例 ５　 计算不定积分 ∫ ｘｌｎ ｘｄｘ．
解析：∫ ｘｌｎ ｘｄｘ ＝ １２ ∫ ｌｎ ｘｄ（ｘ２）＝

１
２
ｘ２ ｌｎ ｘ － ∫ｘ２ １ｘ ｄｘC o ＝ ｘ

２

４
（２ｌｎ ｘ－１）＋Ｃ．

　 　 【注】　 当被积函数为幂函数与对数函数、反三角函数之积时，如：ｘα ｌｏｇａ ｘ，

ｘαａｒｃｓｉｎ ｘ 用分部积分公式计算时，要将对数函数，反三角函数取做 ｕ 函数 ．

例 ６　 计算 ∫ ｌｎ
２ｘ
ｘ２
ｄｘ．

解析：

∫ ｌｎ
２ｘ
ｘ２
ｄｘ ＝ － ∫ ｌｎ２ｘｄ １ｘC o ＝ － １ｘ ｌｎ２ｘ＋２∫ １ｘ ·ｌｎ ｘ· １ｘ ｄｘ ＝ － １ｘ ｌｎ２ｘ－２∫ ｌｎ ｘｄ １ｘC o
＝ －
１
ｘ
ｌｎ２ｘ－２

１
ｘ
ｌｎ ｘ － ∫ １ｘ２ ｄｘC o ＝ － １ｘ （ｌｎ２ｘ＋２ｌｎ ｘ＋２）＋Ｃ，

两次利用分部积分公式 ．

例 ７　 计算不定积分 ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ．
解析：方法 １　 ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ ＝ ∫ ｅ ｔｄ（ｓｉｎ ｔ）＝ ｅ ｔ ｓｉｎ ｔ－ ∫ ｓｉｎ ｔｅ ｔｄｔ ＝ ｅ ｔ ｓｉｎ ｔ＋ ∫ ｅ ｔｄ（ｃｏｓ ｔ）＝

ｅ ｔ ｓｉｎ ｔ＋ｅ ｔｃｏｓ ｔ－ ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ，移项，有
２∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ ＝ ｅ ｔ ｓｉｎ ｔ＋ｅ ｔｃｏｓ ｔ＋Ｃ１，于是有 ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ ＝ １２ ｅ ｔ ｓｉｎ ｔ＋ｃｏｓ ｔC o ＋Ｃ

Ｃ１
２
＝ＣC o ．

方法 ２　 ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ ＝ ∫ ｃｏｓ ｔｄｅ ｔ ＝ ｅ ｔｃｏｓ ｔ＋ ∫ ｅ ｔ ｓｉｎ ｔｄｔ ＝ ｅ ｔｃｏｓ ｔ＋ｅ ｔ ｓｉｎ ｔ－ ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ，移
项，有 ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ ＝ １２ ｅ ｔ（ｓｉｎ ｔ＋ｃｏｓ ｔ）＋Ｃ．
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　 　 【注】　 由于指数函数的导数还是指数函数，三角函数的导数还是三角函数，这种
指数函数与三角函数乘积的不定积分，指数函数和三角函数的地位是一样的，所以指数

函数或三角函数都可作为 ｕ 函数，而且用一次分部积分公式不能简化运算，必须两次利
用分部积分后出现一项和原被积函数符号相反的项，然后通过移项，得到结果．　

Copy

１． ∫ ｘｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝ ．

答案：ｘｆ ′（ｘ）－ｆ（ｘ）＋Ｃ．

解析：∫ ｘｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ ｘｄｆ ′（ｘ）＝ ｘｆ ′（ｘ）－ ∫ ｆ ′（ｘ）ｄｘ ＝ ｘｆ ′（ｘ）－ｆ（ｘ）＋Ｃ．
２． ∫ ｘｆ（ｘ２）ｆ ′（ｘ２）ｄｘ ＝（　 　 ）．
Ａ．
ｆ（ｘ２）
４
＋Ｃ　 Ｂ．

ｆ ２（ｘ２）
４
＋Ｃ Ｃ．

ｆ ２（ｘ２）
２
＋Ｃ　 Ｄ． ２ｆ ２（ｘ２）＋Ｃ

答案：Ｂ．

解析：∫ ｘｆ（ｘ２）ｆ ′（ｘ２）ｄｘ ＝ １２ ∫ ｆ（ｘ２）ｄｆ（ｘ２）＝
１
４
ｆ ２（ｘ２）＋Ｃ，故选 Ｂ．

３． 计算不定积分 ∫ ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡
２
）ｄｘ．

答案：ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡
２
）－ １＋ｘ槡

２ ＋Ｃ．

解析：∫ ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡
２
）ｄｘ ＝ ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡

２
）－ ∫ ｘ·（ｘ＋ １＋ｘ槡

２
）′

ｘ＋ １＋ｘ槡
２
ｄｘ 　

＝ ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡
２
）－ ∫ ｘｄｘ

１＋ｘ槡
２
＝ ｘｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡

２
）－ １＋ｘ槡

２ ＋Ｃ．

４． 计算不定积分 ∫ ａｒｃｔａｎ ｘｘ２
ｄｘ．

答案：－
ａｒｃｔａｎ ｘ
ｘ

＋
１
２
ｌｎ
ｘ２

１＋ｘ２
＋Ｃ．

解析：∫ ａｒｃｔａｎ ｘｘ２
ｄｘ ＝ － ∫ ａｒｃｔａｎ ｘｄ １ｘC o ＝ － １ｘ ａｒｃｔａｎ ｘ＋ ∫ １ｘ · １

１＋ｘ２
ｄｘ

＝ －
１
ｘ
ａｒｃｔａｎ ｘ＋ ∫ １ｘ ｄｘ－ ∫

ｘ
１＋ｘ２

ｄｘ

＝ －
１
ｘ
ａｒｃｔａｎ ｘ＋ｌｎ ｘ －

１
２
ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ

＝ －
ａｒｃｔａｎ ｘ
ｘ

＋
１
２
ｌｎ
ｘ２

１＋ｘ２
＋Ｃ．

５． 计算不定积分 ∫ ｌｎ ｘｘ２ ｄｘ．
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答案：－
ｌｎ ｘ
ｘ
－
１
ｘ
＋Ｃ．

解析：∫ ｌｎ ｘｘ２ ｄｘ ＝ － ∫ ｌｎ ｘｄ
１
ｘC o ＝ － １ｘ ｌｎ ｘ＋ ∫ １ｘ２ ｄｘ ＝ － １ｘ ｌｎ ｘ－ １ｘ ＋Ｃ．

题型四　 换元积分法和分部积分法的综合问题

例 １　 求不定积分 ∫槡ｘ ｓｉｎ槡ｘ ｄｘ．
解析：设槡ｘ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｔ

２
，ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，于是

∫槡ｘ ｓｉｎ槡ｘ ｄｘ ＝ ∫ ｔ·ｓｉｎ ｔ·２ｔｄｔ ＝ －２ ∫ ｔ２ ｄ（ｃｏｓ ｔ）＝ －２ｔ２ ｃｏｓ ｔ＋４ ∫ ｔｃｏｓ ｔｄｔ
＝ －２ｔ２ ｃｏｓ ｔ＋４∫ ｔｄ（ｓｉｎ ｔ）＝ －２ｔ２ ｃｏｓ ｔ＋４ｔｓｉｎ ｔ－４∫ ｓｉｎ ｔｄｔ
＝ －２ｔ２ ｃｏｓ ｔ＋４ｔｓｉｎ ｔ＋４ｃｏｓ ｔ＋Ｃ ＝ －２ｘｃｏｓ槡ｘ ＋４槡ｘ ｓｉｎ槡ｘ ＋４ｃｏｓ槡ｘ ＋Ｃ．

　 　 【注】　 本题综合性强，先做变量代换，被积函数化成幂函数与三角函数乘积的
形式，幂函数是二次方幂，故两次利用分部积分公式，降幂，直至被积函数化成能用基

本积分公式的形式 ．

图 ３－２

例 ２　 求不定积分 ∫ ｅ
ａｒｃｔａｎ ｘ

（１＋ｘ２）
３
２

ｄｘ．

解析：令 ａｒｃｔａｎ ｘ ＝ ｔ，则 ｔａｎ ｔ＝ｘ，∫ ｅ
ａｒｃｔａｎ ｘ

（１＋ｘ２）
３
２

ｄｘ ＝ ∫ ｅ
ｔｓｅｃ２ ｔ
ｓｅｃ３ ｔ

ｄｔ＝

∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ，而对于 ∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄ ｔ 来说，利用前文例题的结论，有
∫ ｅ ｔｃｏｓ ｔｄｔ ＝ １２ ｅ ｔ（ｓｉｎ ｔ＋ｃｏｓ ｔ）＋Ｃ，根据 ｔａｎ ｔ ＝ ｘ 作辅助三角形，如图 ３－２，有 ｓｉｎ ｔ ＝

ｘ

１＋ｘ槡
２
，

ｃｏｓ ｔ ＝
１

１＋ｘ槡
２
，则上式

１
２
ｅ ｔ（ｓｉｎ ｔ＋ｃｏｓ ｔ）＋Ｃ ＝

１
２
ｅａｒｃｔａｎ ｘ·

ｘ＋１

１＋ｘ槡
２
＋Ｃ．

例 ３　 求不定积分 ∫ ａｒｃｓｉｎ槡ｘ
槡ｘ

ｄｘ．

解析：令槡ｘ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｔ
２
，ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，于是

∫ ａｒｃｓｉｎ槡ｘ
槡ｘ

ｄｘ ＝ ∫ ａｒｃｓｉｎ ｔｔ ·２ｔｄｔ ＝ ２ ∫ ａｒｃｓｉｎ ｔｄｔ　 　 　 　 　 　 　 　

＝ ２［ｔａｒｃｓｉｎ ｔ－ ∫ ｔ

１－ｔ槡
２
ｄｔ］＝ ２ ｔａｒｃｓｉｎ ｔ ＋ ∫ ｄ（１ － ｔ

２
）

２ １ － ｔ槡
２r i

＝ ２（ｔａｒｃｓｉｎ ｔ＋ １－ｔ槡
２
）＋Ｃ ＝ ２槡ｘ ａｒｃｓｉｎ槡ｘ ＋２ １－槡 ｘ ＋Ｃ．

Copy

１． 求不定积分 ∫ ｅ ｘ＋槡 １ ｄｘ．
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答案：２ｅ ｘ＋槡 １
（ ｘ＋槡 １ －１）＋Ｃ．

解析：设 ｘ＋槡 １ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｔ２ －１，ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，于是

∫ ｅ ｘ＋槡 １ ｄｘ ＝ ２ ∫ ｅ ｔ ｔｄｔ ＝ ２（ｔｅ ｔ－ｅ ｔ）＋Ｃ ＝ ２ｅ ｘ＋槡 １
（ ｘ＋槡 １ －１）＋Ｃ．

２． 求不定积分 ∫ ｘ
２ ａｒｃｔａｎ ｘ
１＋ｘ２

ｄｘ．

答案：ｘａｒｃｔａｎ ｘ－
１
２
ａｒｃｔａｎ２ｘ－

１
２
ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．

解析：∫ ｘ
２ ａｒｃｔａｎ ｘ
１＋ｘ２

ｄｘ ＝ ∫（ｘ
２ ＋１－１）ａｒｃｔａｎ ｘ
１＋ｘ２

ｄｘ ＝ ∫ ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ－ ∫ ａｒｃｔａｎ ｘ１＋ｘ２
ｄｘ

＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－ ∫ ｘ· ｄｘ
１＋ｘ２

－ ∫ ａｒｃｔａｎ ｘｄ（ａｒｃｔａｎ ｘ）
＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－

１
２
ｌｎ（１＋ｘ２）－

１
２
（ａｒｃｔａｎ ｘ）２ ＋Ｃ

＝ ｘａｒｃｔａｎ ｘ－
１
２
ａｒｃｔａｎ２ｘ－

１
２
ｌｎ（１＋ｘ２）＋Ｃ．

３． 设 Ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的一个原函数，且当 ｘ≥０ 时，ｆ（ｘ）Ｆ（ｘ）＝
ｘｅ ｘ

２ （１＋ｘ）２
，已知 Ｆ（０）＝

１，Ｆ（ｘ）＞０，试求 ｆ（ｘ）．

答案：
ｘｅ

ｘ
２

２ （１＋ｘ）
３
２

．

解析：Ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的一个原函数，所以 Ｆ′（ｘ）＝ ｆ（ｘ），由已知 ｆ（ｘ）Ｆ（ｘ）＝
ｘｅ ｘ

２ （１＋ｘ）２
，

即 Ｆ′（ｘ）Ｆ（ｘ）＝
ｘｅ ｘ

２ （１＋ｘ）２
，两边积分，有

Ｆ２（ｘ）＝ ∫ ｘｅ ｘ

（１＋ｘ）２
ｄｘ ＝ － ∫ ｘｅ ｘｄ １

１＋ｘC o ＝ － ｘｅ
ｘ

１＋ｘ
＋ ∫ １１＋ｘｄ（ｘｅ ｘ）＝ －

ｘｅ ｘ

１＋ｘ
＋ｅ ｘ＋Ｃ，

则有Ｆ２（ｘ）＝
ｅ ｘ

１＋ｘ
＋Ｃ，Ｆ（０）＝ １Ｃ ＝ ０，则 Ｆ２（ｘ）＝

ｅ ｘ

１＋ｘ
，又因 Ｆ（ｘ）＞０，所以

Ｆ（ｘ）＝
ｅ ｘ

１＋ｘ槡
＝
ｅ
ｘ
２

（１＋ｘ）
１
２

，ｆ（ｘ）＝ Ｆ′（ｘ）＝

１
２
ｅ
ｘ
２（１＋ｘ）

１
２ －
１
２
ｅ
ｘ
２（１＋ｘ）－

１
２

１＋ｘ
＝

ｘｅ
ｘ
２

２ （１＋ｘ）
３
２

．

Co pyri

１． 求不定积分 ∫ ｌｎ（１＋ｘ
２
）

ｘ２
ｄｘ．

解析：∫ ｌｎ（１＋ｘ
２
）

ｘ２
ｄｘ ＝ － ∫ ｌｎ（１＋ｘ２）ｄ １ｘC o ＝ － １ｘ ｌｎ（１＋ｘ２）＋ ∫ １ｘ · ２ｘ

１＋ｘ２
ｄｘ
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＝ －
１
ｘ
ｌｎ（１＋ｘ２）＋２·ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

２． 求不定积分 ∫ ｓｉｎ
２ｘｃｏｓ ｘ

１＋４ ｓｉｎ２ｘ
ｄｘ．

解析：∫ ｓｉｎ
２ｘｃｏｓ ｘ

１＋４ ｓｉｎ２ｘ
ｄｘ ＝ ∫ ｓｉｎ

２ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）
１＋４ ｓｉｎ２ｘ

＝
１
４ ∫
４ ｓｉｎ２ｘ＋１－１
１＋４ ｓｉｎ２ｘ

ｄ（ｓｉｎ ｘ）

＝
１
４ ∫ １－

１
１＋４ ｓｉｎ２ｘC o ｄｓｉｎ ｘ ＝ １４ ｓｉｎ ｘ－ １２ ａｒｃｔａｎ（２ｓｉｎ ｘ）r i

＝
１
４
ｓｉｎ ｘ－

１
８
ａｒｃｔａｎ（２ｓｉｎ ｘ）＋Ｃ．

３． 计算不定积分 ∫ ｅ
ｘ

１＋ｅ ｘ
ｄｘ．

解析：令 ｅ ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｌｎ ｔ，ｄｘ ＝
１
ｔ
ｄｔ，则

∫ ｅ
ｘ

１＋ｅ ｘ
ｄｘ ＝ ∫ ｔ１＋ｔ·

１
ｔ
ｄｔ ＝ ∫ ｄｔ１＋ｔ ＝ ｌｎ １＋ｔ ＋Ｃ ＝ ｌｎ（１＋ｅ ｘ）＋Ｃ．

４． 求不定积分 ∫槡ｘ ＋ｌｎ ｘｘ ｄｘ．

解析：令槡ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｔ
２
，ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，则

∫槡ｘ ＋ｌｎ ｘｘ
ｄｘ ＝ ∫ ｔ＋ｌｎ ｔ

２

ｔ２
·２ｔｄｔ ＝ ２ ∫ ｔ＋ｌｎ ｔ

２

ｔ
ｄｔ ＝ ２ ∫ ｔ＋２ｌｎ ｔｔ ｄｔ ＝ ２ ｔ＋２

ｌｎ２ ｔ
２C o ＋Ｃ

＝ ２ｔ＋２ ｌｎ２ ｔ＋Ｃ ＝ ２槡ｘ ＋２ ｌｎ
２
槡ｘ ＋Ｃ．

５． 计算 ∫ ｌｎ（ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ２ｘ
ｄｘ．

解析：∫ ｌｎ（ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ２ｘ
ｄｘ ＝ ∫ ｌｎ（ｃｏｓ ｘ）ｓｅｃ２ｘｄｘ ＝ ∫ ｌｎ（ｃｏｓ ｘ）ｄ（ｔａｎ ｘ）
＝ ｔａｎ ｘｌｎ（ｃｏｓ ｘ）＋ ∫ ｔａｎ ｘ· ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘ

ｄｘ ＝ ｔａｎ ｘｌｎ（ｃｏｓ ｘ）＋ ∫ ｔａｎ２ｘｄｘ
＝ ｔａｎ ｘｌｎ（ｃｏｓ ｘ）＋ ∫（ｓｅｃ２ －１）ｄｘ ＝ ｔａｎ ｘｌｎ（ｃｏｓ ｘ）＋ｔａｎ ｘ－ｘ＋Ｃ．

Co pyri

１． 不定积分 ∫ ｓｉｎ３ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ．

答案：
ｓｉｎ４ｘ
４
＋Ｃ．

解析：∫ ｓｉｎ３ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫ ｓｉｎ３ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ ｓｉｎ
４ｘ
４
＋Ｃ．

２． ∫ ｘ１＋ｘ４ ｄｘ ＝ ．
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答案：
１
２
ａｒｃｔａｎ ｘ２ ＋Ｃ．

解析：∫ ｘ１＋ｘ４ ｄｘ ＝
１
２ ∫

ｄｘ２

１＋（ｘ２）２
＝
１
２
ａｒｃｔａｎ（ｘ２）＋Ｃ．

３． 设 Ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的一个原函数，则 ∫ ｃｏｓ ｘｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．
Ａ． Ｆ（ｃｏｓ ｘ）＋Ｃ　 Ｂ． Ｆ（ｓｉｎ ｘ）＋Ｃ Ｃ． －Ｆ（ｃｏｓ ｘ）＋Ｃ　 　 Ｄ． －Ｆ（ｓｉｎ ｘ）＋Ｃ
答案：Ｂ．

解析：∫ ｃｏｓ ｘｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ ＝ ∫ ｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ Ｆ（ｓｉｎ ｘ）＋Ｃ，选 Ｂ．
４． ∫ ｆ ′ １ｘC o １ｘ２ ｄｘ 的结果是（　 　 ）．
Ａ． ｆ －

１
ｘC o ＋Ｃ　 Ｂ． －ｆ －

１
ｘC o ＋Ｃ　 Ｃ． ｆ

１
ｘC o ＋Ｃ　 Ｄ． －ｆ

１
ｘC o ＋Ｃ

答案：Ｄ．

解析：∫ ｆ ′ １ｘC o １ｘ２ ｄｘ ＝ － ∫ ｆ ′ １ｘC o ｄ １ｘC o ＝ －ｆ １ｘC o ＋Ｃ，故选 Ｄ．
５． ∫ ｘ １＋槡 ｘ ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ．
２
５
（ｘ＋１）

５
２ －
２
３
（ｘ＋１）

３
２ 　 　 　 Ｂ．

２
５
（ｘ＋１）

５
２ －
２
３
（ｘ＋１）

３
２ ＋Ｃ

Ｃ． －
４
１５
（ｘ＋１）

５
２ ＋
２
３
ｘ （ｘ＋１）

３
２ 　 Ｄ．

４
１５
（ｘ＋１）

５
２ ＋
２
３
ｘ （ｘ＋１）

３
２ ＋Ｃ

答案：Ｂ．

解析：∫ ｘ １＋槡 ｘ ｄｘ ＝ ∫（ｘ＋１－１） １＋槡 ｘ ｄｘ ＝ ∫（ｘ＋１）３２ ｄｘ－ ∫（ｘ＋１）１２ ｄｘ
＝
２
５
（ｘ＋１）

５
２ －
２
３
（ｘ＋１）

３
２ ＋Ｃ，故选 Ｂ．

６． 求不定积分 ∫ ｘ＋ａｒｃｓｉｎ ｘ
１－ｘ槡

２
ｄｘ．

答案：－ １－ｘ槡
２ ＋
ａｒｃｓｉｎ２ｘ
２

＋Ｃ．

解析：∫ ｘ＋ａｒｃｓｉｎ ｘ
１－ｘ槡

２
ｄｘ ＝ ∫ ｘｄｘ

１－ｘ槡
２
＋ ∫ ａｒｃｓｉｎ ｘ

１－ｘ槡
２
ｄｘ

＝ －
１
２ ∫
ｄ（１－ｘ２）

１－ｘ槡
２
＋ ∫ ａｒｃｓｉｎ ｘｄ（ａｒｃｓｉｎ ｘ）

＝ － １－ｘ槡
２ ＋
ａｒｃｓｉｎ２ｘ
２

＋Ｃ．

７． 求不定积分 ∫ １

ｘ２ ｘ２ －槡 ４
ｄｘ（ｘ＞２）．

１２１
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答案：
１
４
ｘ２ －槡 ４
ｘ
＋Ｃ．

解析：设 ｘ ＝ ２ｓｅｃ ｔ，ｄｘ ＝ ２ｓｅｃ ｔｔａｎ ｔｄｔ，于是

∫ １

ｘ２ ｘ２ －槡 ４
ｄｘ ＝ ∫ ２ｓｅｃ ｔｔａｎ ｔｄｔ４ ｓｅｃ２ ｔ·２ｔａｎ ｔ

＝
１
４ ∫ ｃｏｓ ｔｄｔ ＝

１
４
ｓｉｎ ｔ＋Ｃ ＝

１
４
ｘ２ －槡 ４
ｘ
＋Ｃ．

８． 求不定积分 ∫ ｘｃｏｓ ｘｓｉｎ ｘｄｘ．
答案：－

１
４
ｘｃｏｓ ２ｘ＋

１
８
ｓｉｎ ２ｘ＋Ｃ．

解析：

∫ ｘｃｏｓ ｘｓｉｎ ｘｄｘ ＝ １２ ∫ ｘｓｉｎ ２ｘｄｘ ＝
１
４ ∫ ｘｄ（－ｃｏｓ ２ｘ）＝ －

１
４
ｘｃｏｓ ２ｘ＋

１
４ ∫ ｃｏｓ ２ｘｄｘ

＝ －
１
４
ｘｃｏｓ ２ｘ＋

１
８
ｓｉｎ ２ｘ＋Ｃ．

９． 求不定积分 ∫ ｘｅ
ｘ

１＋ｅ槡
ｘ
ｄｘ．

答案：２ｘ １＋ｅ槡
ｘ －４ １＋ｅ槡

ｘ －２ｌｎ
１＋ｅ槡

ｘ －１

１＋ｅ槡
ｘ ＋１
＋Ｃ．

解析：设 ｅ ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｌｎ ｔ，ｄｘ ＝
ｄｔ
ｔ
，于是

∫ ｘｅ
ｘ

１＋ｅ槡
ｘ
ｄｘ ＝ ∫ ｔｌｎ ｔｔ＋槡 １

·
ｄｔ
ｔ
＝ ２ ∫ ｌｎ ｔｄ ｔ＋槡 １ ＝ ２ ｔ＋槡 １ ｌｎ ｔ－２ ∫ ｔ＋槡 １

ｄｔ
ｔ
，

对于 ∫ ｔ＋槡 １
ｄｔ
ｔ
部分，设 ｔ＋槡 １ ＝ ｕ，ｔ ＝ ｕ２ －１，ｄｔ ＝ ２ｕｄｕ，则

∫ ｔ＋槡 １
ｄｔ
ｔ
＝ ∫ ｕｕ２ －１·２ｕｄｕ ＝ ２ ∫

ｕ２ －１＋１
ｕ２ －１

ｄｕ ＝ ２ｕ＋ｌｎ
ｕ－１
ｕ＋１
＋Ｃ１ ＝ ２ ｔ＋槡 １ ＋ｌｎ

ｔ＋槡 １ －１

ｔ＋槡 １ ＋１
＋Ｃ１，

∫ ｘｅ
ｘ

１＋ｅ槡
ｘ
ｄｘ ＝ ２ ｔ＋槡 １ ｌｎ ｔ－２ ２ ｔ＋槡 １ ＋ｌｎ

ｔ＋槡 １ －１

ｔ＋槡 １ ＋１
＋Ｃ１









＝ ２ｘ １＋ｅ槡
ｘ －４ １＋ｅ槡

ｘ －２ｌｎ
１＋ｅ槡

ｘ －１

１＋ｅ槡
ｘ ＋１
＋Ｃ，其中 ２Ｃ１ ＝Ｃ．

Copyright(c) 20
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会求有理函数的不定积分 ．

２２１



第三章 　 一元函数积分学


Co pyri

题型　 求有理函数的不定积分

　 　 解题依据：所谓有理函数，就是两个多项式之商 ．

Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）

＝
ａ０ｘ

ｎ＋ａ１ｘ
ｎ－１ ＋ａ２ｘ

ｎ－２ ＋…＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ
ｂ０ｘ

ｍ＋ｂ１ｘ
ｍ－１ ＋ｂ２ｘ

ｍ－２ ＋…＋ｂｍ－１ｘ＋ｂｍ
所表示的函数，其中 ｍ，ｎ 为非负整数，

各次幂前的系数都是实数且 ａ０≠０，ｂ０≠０，这里 Ｐ（ｘ），Ｑ（ｘ）为 ｘ 的不可约多项式 ．如

果 ｎ≥ｍ，称有理函数为假分式，若 ｎ＜ｍ，称有理函数为真分式 ．例如
ｘ２ ＋１
ｘ
为假分式，

ｘ
ｘ２ ＋１

为真分式 ．利用多项式除法，总可以将一个假分式化成一个多项式与一个真分式

的和的形式 ．

例 １　 计算不定积分 ∫ ｘ＋３ｘ＋１ｄｘ．
解析：

ｘ＋３
ｘ＋１
＝
ｘ＋１＋２
ｘ＋１

＝ １＋
２
ｘ＋１

，于是

∫ ｘ＋３ｘ＋１ｄｘ ＝ ∫ １＋
２
ｘ＋１C o ｄｘ ＝ ｘ＋ｌｎ （１＋ｘ）２ ＋Ｃ．

例 ２　 计算不定积分 ∫ ｘ
３

ｘ＋１
ｄｘ．

解析：
ｘ３

ｘ＋１
＝
ｘ３ ＋１－１
ｘ＋１

＝
（ｘ＋１）（ｘ２ －ｘ＋１）

ｘ＋１
－
１
ｘ＋１
＝ ｘ２ －ｘ＋１－

１
ｘ＋１

，于是

∫ ｘ
３

ｘ＋１
ｄｘ ＝ ∫ ｘ２ －ｘ＋１－ １ｘ＋１C o ｄｘ ＝ ｘ

３

３
－
ｘ２

２
＋ｘ－ｌｎ ｘ＋１ ＋Ｃ．

例 ３　 计算不定积分 ∫ ｘ
５ ＋ｘ４ －８
ｘ３ －４ｘ

ｄｘ．

解析：
ｘ５ ＋ｘ４ －８
ｘ３ －４ｘ

＝ ｘ２ ＋ｘ＋４＋
４ｘ２ ＋１６ｘ－８
ｘ３ －４ｘ

，而

４ｘ２ ＋１６ｘ－８
ｘ３ －４ｘ

＝
４ｘ２ ＋１６ｘ－８
ｘ（ｘ－２）（ｘ＋２）

＝
Ａ
ｘ
＋
Ｂ
ｘ－２
＋
Ｃ
ｘ＋２
．

设 ４ｘ２ ＋１６ｘ－８ ＝ Ａ（ｘ－２）（ｘ＋２）＋Ｂｘ（ｘ＋２）＋Ｃｘ（ｘ－２），利用取特殊值法，分别取 ｘ ＝
０，ｘ ＝ ２，ｘ ＝ －２ 得 Ａ ＝ ２；Ｂ ＝ ５；Ｃ ＝ －３．

∫ ｘ
５ ＋ｘ４ －８
ｘ３ －４ｘ

ｄｘ ＝ ∫ ｘ２ ＋ｘ＋４＋ ２ｘ ＋
５
ｘ－２
－
３
ｘ＋２C o ｄｘ　 　 　 　 　 　

＝
１
３
ｘ３ ＋
１
２
ｘ２ ＋４ｘ＋２ｌｎ ｜ ｘ ｜ ＋５ｌｎ ｜ ｘ－２ ｜ －３ｌｎ ｜ ｘ＋２ ｜ ＋Ｃ．
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　 　 【注】　 上述三个例题中的被积函数都是有理假分式，方法均为首先化为多项式
与真分式之和，然后将真分式分解为最简分式，再积分 ．

例 ４　 计算不定积分 ∫ １
ｘ２ －５ｘ＋６

ｄｘ．

解析：
１

ｘ２ －５ｘ＋６
＝

１
（ｘ－２）（ｘ－３）

＝
１
ｘ－３
－
１
ｘ－２
，于是

∫ １
ｘ２ －５ｘ＋６

ｄｘ ＝ ∫ １
ｘ－３
－
１
ｘ－２C o ｄｘ ＝ ｌｎ ｘ－３ －ｌｎ ｘ－２ ＋Ｃ ＝ ｌｎ ｘ－３ｘ－２ ＋Ｃ．

例 ５　 计算不定积分 ∫ ｘ
４ ＋１
１＋ｘ６

ｄｘ．

解析：１＋ｘ６ ＝ １＋（ｘ２）３ ＝（１＋ｘ２）（１－ｘ２ ＋ｘ４），

∫ ｘ
４ ＋１
１＋ｘ６

ｄｘ ＝ ∫ ｘ４ －ｘ２ ＋１＋ｘ２

（１＋ｘ２）（１－ｘ２ ＋ｘ４）
ｄｘ ＝ ∫ ｄｘ１＋ｘ２ ＋ ∫

ｘ２ ｄｘ
１＋ｘ６

＝ ａｒｃｔａｎ ｘ＋
１
３ ∫

ｄｘ３

１＋（ｘ３）２

＝ ａｒｃｔａｎ ｘ＋
１
３
ａｒｃｔａｎ ｘ３ ＋Ｃ．

Copy

１． 求不定积分 ∫ １
ｘ（ｘ－１）

ｄｘ．

答案：ｌｎ
ｘ－１
ｘ
＋Ｃ．

解析：
１

ｘ（ｘ－１）
＝ －
１
ｘ
＋
１
ｘ－１

，∫ １
ｘ（ｘ－１）

ｄｘ ＝ ∫ － １ｘ ＋
１
ｘ－１C o ｄｘ ＝ ｌｎ ｘ－１ｘ ＋Ｃ．

２． 求不定积分 ∫ ｘ
（ｘ－１）３

ｄｘ．

答案：－
１
ｘ－１
－

１
２ （ｘ－１）２

＋Ｃ．

解析：
ｘ

（ｘ－１）３
＝
Ａ
ｘ－１
＋
Ｂ

（ｘ－１）２
＋
Ｃ

（ｘ－１）３

Ａ ＝ ０，
Ｂ ＝ １，
Ｃ ＝ １，g 于是

∫ ｘ
（ｘ－１）３

ｄｘ ＝ ∫ ｄｘ
（ｘ－１）２

＋ ∫ ｄｘ
（ｘ－１）３

＝ －
１
ｘ－１
－

１
２ （ｘ－１）２

＋Ｃ．

３． 求不定积分 ∫ １
（１＋ｘ２）（ｘ２ －ｘ）

ｄｘ．

答案：ｌｎ ｘ ＋
１
２
ｌｎ ｘ－１ ＋

１
４
ｌｎ（１＋ｘ２）－

１
２
ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

解析：
１

（１＋ｘ２）（ｘ２ －ｘ）
＝

１
（１＋ｘ２）ｘ（ｘ－１）

＝
Ａ
ｘ
＋
Ｂ
ｘ－１
＋
Ｃｘ＋Ｄ
１＋ｘ２

，得到等式
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Ａ（ｘ－１）（ｘ２ ＋１）＋Ｂｘ（ｘ２ ＋１）＋（Ｃｘ＋Ｄ）ｘ（ｘ－１）＝ １，

Ａ＋Ｂ＋Ｃ ＝ ０，
－Ａ－Ｃ＋Ｄ ＝ ０，
Ａ＋Ｂ－Ｄ ＝ ０，
－Ａ ＝ １













Ａ ＝ －１，

Ｂ ＝
１
２
，

Ｃ ＝
１
２
，

Ｄ ＝ －
１
２
．

















１
（１＋ｘ２）（ｘ２ －ｘ）

＝
１

（１＋ｘ２）ｘ（ｘ－１）
＝
１
ｘ
＋
１
２
·
１
ｘ－１
＋
１
２
·
ｘ－１
１＋ｘ２

，所以

　 　 　 ∫ １
（１＋ｘ２）（ｘ２ －ｘ）

ｄｘ ＝ ∫ １ｘ ＋
１
２
·
１
ｘ－１
＋
１
２
·
ｘ－１
１＋ｘ２C o ｄｘ

＝ ｌｎ ｘ ＋
１
２
ｌｎ ｘ－１ ＋

１
４
ｌｎ（１＋ｘ２）－

１
２
ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ． 　 　 　

Co pyri

１． 不定积分 ∫ ｄｘ
ｘ（ｘ＋１）

的结果为（　 　 ）．

Ａ． ｌｎ
ｘ＋１
ｘ
＋Ｃ Ｂ． ｌｎ

ｘ
ｘ＋１

＋Ｃ Ｃ． ｌｎ
ｘ＋１
ｘ
＋Ｃ　 Ｄ． ｌｎ

ｘ
ｘ＋１
＋Ｃ

解析：
１

ｘ（ｘ＋１）
＝
１
ｘ
－
１
ｘ＋１
，所以有 ∫ ｄｘ

ｘ（ｘ＋１）
＝ ｌｎ

ｘ
ｘ＋１

＋Ｃ，选 Ｂ．

２． 求不定积分 ∫ ｘ－３ｘ２ ＋１ｄｘ．
解析：∫ ｘ－３ｘ２ ＋１ｄｘ ＝ ∫

ｘ
ｘ２ ＋１

ｄｘ－３∫ ｄｘｘ２ ＋１ ＝
１
２ ∫
ｄ（ｘ２ ＋１）
ｘ２ ＋１

－３ａｒｃｔａｎ ｘ

＝
１
２
ｌｎ（ｘ２ ＋１）－３ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

go ht(c

１． 求不定积分 ∫ ｘ
３ ＋ｘ＋１
ｘ２ ＋１

ｄｘ．

答案：
ｘ２

２
＋ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

解析：∫ ｘ
３ ＋ｘ＋１
ｘ２ ＋１

ｄｘ ＝ ∫ ｘ＋ １ｘ２ ＋１C o ｄｘ ＝ ｘ
２

２
＋ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ．

２． 求不定积分 ∫ １
ｘ （ｘ－１）２

ｄｘ．

答案：ｌｎ
ｘ
ｘ－１

－
１
ｘ－１
＋Ｃ．
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解析：
１

ｘ （ｘ－１）２
＝
Ａ
ｘ
＋
Ｂ
ｘ－１
＋

Ｃ
（ｘ－１）２

Ａ （ｘ－１）２ ＋Ｂｘ（ｘ － １）＋Ｃｘ ＝ １，比较系数，解得

Ａ ＝ １，Ｂ ＝ －１，Ｃ ＝ １，于是，

∫ １
ｘ （ｘ－１）２

ｄｘ ＝ ∫ ｄｘｘ － ∫
ｄｘ
ｘ－１
＋ ∫ １
（ｘ－１）２

ｄｘ ＝ ｌｎ ｘ －ｌｎ ｘ－１ －
１
ｘ－１
＋Ｃ ＝ ｌｎ

ｘ
ｘ－１

－
１
ｘ－１
＋Ｃ．

３． 求不定积分 ∫ ３ｘ
２ －２

ｘ３ －２ｘ＋１
ｄｘ．

答案：ｌｎ ｜ ｘ３ －２ｘ＋１ ｜ ＋Ｃ．

解析：∫ ３ｘ
２ －２

ｘ３ －２ｘ＋１
ｄｘ ＝ ∫ ｄ（ｘ

３ －２ｘ＋１）
ｘ３ －２ｘ＋１

＝ ｌｎ ｜ ｘ３ －２ｘ＋１ ｜ ＋Ｃ．

４． 求不定积分 ∫ ｘ２

（ｘ－１）１０
ｄｘ．

答案：－
１

９ （ｘ－１）９
－

１
４ （ｘ－１）８

－
１

７ （ｘ－１）７
＋Ｃ．

解析：设
１
ｘ－１
＝ ｔ，ｘ ＝

ｔ＋１
ｔ
，ｄｘ ＝ －

ｄｔ
ｔ２
，于是

∫ ｘ２

（ｘ－１）１０
ｄｘ ＝ ∫ ｔ

１０
·（ｔ＋１）２

ｔ２
· －

ｄｔ
ｔ２C o ＝ － ∫ ｔ６（ｔ２ ＋２ｔ＋１）ｄｔ ＝ － ∫（ｔ８ ＋２ｔ７ ＋ｔ６）ｄｔ

＝ －
ｔ９

９
－
ｔ８

４
－
ｔ７

７
＋Ｃ ＝ －

１
９ （ｘ－１）９

－
１

４ （ｘ－１）８
－

１
７ （ｘ－１）７

＋Ｃ．

５． 求不定积分 ∫ １
（１＋２ｘ）（１＋ｘ２）

ｄｘ．

答案：
１
５
ｌｎ
（１＋２ｘ）２

１＋ｘ２
＋ａｒｃｔａｎ ｘr i ＋Ｃ．

解析：
１

（１＋２ｘ）（１＋ｘ２）
＝
Ａ
１＋２ｘ

＋
Ｂｘ＋Ｃ
１＋ｘ２

，１ ＝ Ａ（１＋ｘ２）＋（Ｂｘ＋Ｃ）（１＋２ｘ），

利用取特殊值法，令 ｘ ＝ －
１
２
，得 Ａ ＝

４
５
，令 ｘ ＝ ０，得 Ｃ ＝

１
５
，令 ｘ ＝ １，得 Ｂ ＝ －

２
５
，于是

∫ １
（１＋２ｘ）（１＋ｘ２）

ｄｘ ＝
４
５ ∫

１
１＋２ｘ

ｄｘ＋
１
５ ∫
－２ｘ＋１
１＋ｘ２

ｄｘ　 　 　 　 　

＝
２
５
ｌｎ ｜ １＋２ｘ ｜ －

１
５
ｌｎ ｜ １＋ｘ２ ｜ ＋

１
５
ａｒｃｔａｎ ｘ＋Ｃ

＝
１
５
ｌｎ
（１＋２ｘ）２

１＋ｘ２
＋ａｒｃｔａｎ ｘr i ＋Ｃ．

６． 求不定积分 ∫ １ｘ３ －１ｄｘ．
答案：

１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
４
ｌｎ ｘ２ ＋ｘ＋１ －

１

２槡３
ａｒｃｔａｎ

２

槡３
ｘ＋Ｃ．

解析：
１
ｘ３ －１

＝
１

（ｘ－１）（ｘ２ ＋ｘ＋１）
＝
Ａ
ｘ－１
＋
Ｂｘ＋Ｃ
ｘ２ ＋ｘ＋１

，得
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Ａ（ｘ２ ＋ｘ＋１）＋（Ｂｘ＋Ｃ）（ｘ－１）＝ １
Ａ＋Ｂ ＝ ０，
Ａ－Ｂ＋Ｃ ＝ ０，
Ａ－Ｃ ＝ １g 

Ａ ＝
１
２
，

Ｂ ＝ －
１
２
，

Ｃ ＝ －
１
２
．















　 ∫ １ｘ３ －１ｄｘ ＝ ∫
１
２
ｘ－１

ｄｘ＋ ∫
－
１
２
ｘ－
１
２

ｘ２ ＋ｘ＋１
ｄｘ ＝

１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
２ ∫

ｘ＋１
ｘ２ ＋ｘ＋１

ｄｘ

＝
１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
４ ∫
２ｘ＋１＋１
ｘ２ ＋ｘ＋１

ｄｘ ＝
１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
４ ∫
ｄ（ｘ２ ＋ｘ＋１）
ｘ２ ＋ｘ＋１

－
１
４ ∫

１
ｘ２ ＋ｘ＋１

ｄｘ

＝
１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
４
ｌｎ ｘ２ ＋ｘ＋１ －

１
４ ∫

１

ｘ＋
１
２C o

２

＋
３
４

ｄｘ

＝
１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
４
ｌｎ ｘ２ ＋ｘ＋１ －

１
４
×槡
３
２ ∫

ｄ
２ｘ

槡３C o
３
４
１＋
２

槡３
ｘ＋
１
２ oC i

２

g p
＝
１
２
ｌｎ ｘ－１ －

１
４
ｌｎ ｘ２ ＋ｘ＋１ －

１

２槡３
ａｒｃｔａｎ

２

槡３
ｘC o ＋Ｃ．

yright(c) 20-

20  Bei

１． 了解定积分的概念 ．
２． 理解定积分的几何意义 ．
３． 了解函数可积的条件 ．
４． 掌握定积分的基本性质 ．

j0 ngFo

题型　 利用定积分的性质求解定积分问题

　 　 解题依据：定积分是个和式极限，∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

Δｘ→０

ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ，式中，ξ ｉ 表示子区

间［ｘｉ－１，ｘｉ］上任意一点，Δｘ ＝ ｍａｘ
１≤ ｉ≤ｎ

｛Δｘｉ｝表示最大子区间的长度 ．
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例 １　 估计积分值 ∫
３

１
（ｘ＋１）ｄｘ 的取值范围为（　 　 ）．

Ａ． ［６，１５］　 　 　 Ｂ． ［１，４］　 　 　 Ｃ． ［２，４］　 　 　 Ｄ． ［４，８］　 　
解析：ｆ（ｘ）＝ ｘ＋１ 在区间［１，３］上单调递增，最小值、最大值分别为 ２ 和 ４，区间长度

等于 ２，故 ４ ＝ ２×２≤ ∫
３

１
（ｘ＋１）ｄｘ≤４×２ ＝ ８，于是 ４≤ ∫

３

１
（ｘ＋１）ｄｘ≤８，故选 Ｄ．

例 ２　 设 ｆ（ｘ）＝ ｅ ｘ＋ｘ３∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，则 ｆ（ｘ）＝ ．

解析：定积分是一个常数，不妨设 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ａ，则两边从 ０ 到 １ 积分，得

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
（ｅ ｘ＋ａｘ３）ｄｘ ＝ ｅ ｘ＋

ａ
４
ｘ４C o １

０
＝ ｅ－１＋

ａ
４
＝ ａ，

解得 ａ ＝
４
３
（ｅ－１）．

例 ３　 积分 ∫
ａ ＋ ２π

ａ
ｌｎ（２＋ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ ｘｄｘ 的值（　 　 ）．

Ａ． 与 ａ 无关且恒为正 　 Ｂ． 与 ａ 无关且恒为负 　
Ｃ． 恒为 ０ 　 Ｄ． 与 ａ 有关
解析：被积函数为以 ２π 为周期的函数且积分区间长度为 ２π，所以根据定积分的性

质，有

∫
ａ ＋ ２π

ａ
ｌｎ（２＋ｃｏｓ ｘ）ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫

π

－ π
ｌｎ（２＋ｃｏｓ ｘ）ｄ（ｓｉｎ ｘ）

＝ ｓｉｎ ｘｌｎ（２＋ｃｏｓ ｘ） π
－π ＋ ∫

π

－π

ｓｉｎ２ｘ
２ ＋ ｃｏｓ ｘ

ｄｘ

＝ ０－０＋２∫
π

０

ｓｉｎ２ｘ
２＋ｃｏｓ ｘ

ｄｘ＞０，

故选 Ａ．

例 ４　 ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ２ ＋１

＋
ｎ

ｎ２ ＋２２
＋…＋

ｎ
ｎ２ ＋ｎ２C o ＝（　 　 ）．

Ａ． ０　 Ｂ．
１
２
　 Ｃ．

π
４
　 　 Ｄ．

π
２

解析：本题考查定积分的定义，将区间［０，１］ｎ 等分，则每个小区间长度为
１
ｎ
，则定

积分 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ 表示以

１
ｎ
为底，ｆ（ｘ）为高的矩形面积和的极限值，所以

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎ
ｎ２ ＋１

＋
ｎ
ｎ２ ＋２２

＋…＋
ｎ
ｎ２ ＋ｎ２C o ＝ ｌｉｍｎ→∞ １ｎ







１

１＋
１
ｎC o

２
＋

１

１＋
２
ｎC o

２
＋ … ＋

１

１＋
ｉ
ｎC o

２
＋ … ＋

１

１＋
ｎ
ｎC o

２







＝ ∫
１

０

１
１＋ｘ２

ｄｘ ＝［ａｒｃｔａｎ ｘ］１０ ＝
π
４
．
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例 ５　 设 ∫
ｂ

ａ

ｆ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ ＝ｍ，∫
ｂ

ａ

ｇ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ． ｂ－ａ－ｍ　 Ｂ． ｂ＋ａ－ｍ　 Ｃ． ｂ－ａ＋ｍ　 　 　 Ｄ． ｍ－ｂ＋ａ
解析：本题考查定积分的性质：两个函数和的定积分等于其定积分的和，即

∫
ｂ

ａ

ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｄｘ ＝ ∫

ｂ

ａ

ｆ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ＋ ∫
ｂ

ａ

ｇ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ ＝ｍ＋ ∫
ｂ

ａ

ｇ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ ＝

ｂ－ａ，则 ∫
ｂ

ａ

ｇ（ｘ）
ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）

ｄｘ ＝ ｂ－ａ－ｍ，故选 Ａ．

Copy

１． ∫
π

－π
ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ．

答案：０．
解析：奇函数在对称区间上的积分等于 ０．

２． ∫
ａ

０
ａ２ －ｘ槡

２ ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ．
１
４
πａ２ 　 Ｂ． πａ２ Ｃ．

１
２
πａ２ 　 　 　 Ｄ．

３
４
πａ２

答案：Ａ．

解析：利用定积分的几何含义知 ∫
ａ

０
ａ２ －ｘ槡

２ ｄｘ ＝表示圆点在圆心，半径为 ａ 的圆面积

的
１
４
，所以 ∫

ａ

０
ａ２ －ｘ槡

２ ｄｘ ＝
πａ２

４
，故选 Ａ．

３． 估计积分值 ∫
π
２

π
４

ｓｉｎ ｘ
ｘ
ｄｘ（　 　 ）．

Ａ． －１≤ ∫
π
２

π
４

ｓｉｎ ｘ
ｘ
ｄｘ≤０　 　 　 　 　 Ｂ． １≤ ∫

π
２

π
４

ｓｉｎ ｘ
ｘ
ｄｘ≤２

Ｃ．
１
２
≤ ∫

π
２

π
４

ｓｉｎ ｘ
ｘ
ｄｘ≤槡

２
２
　 　 　 Ｄ． ２≤ ∫

π
２

π
４

ｓｉｎ ｘ
ｘ
ｄｘ≤３

答案：Ｃ．

解析：设 ｆ（ｘ）＝
ｓｉｎ ｘ
ｘ
，则 ｆ ′（ｘ）＝

ｓｉｎ ｘ
ｘC o ′ ＝ ｘｃｏｓ ｘ－ｓｉｎ ｘｘ２

＝
ｃｏｓ ｘ（ｘ－ｔａｎ ｘ）

ｘ２
，在区间

π
４
，
π
２r i 上，ｘ＜ｔａｎ ｘ，ｆ ′（ｘ）＜０，１２ ＝ ２π· π４ ≤ ∫

π
２

π
４

ｓｉｎ ｘ
ｘ
ｄｘ≤槡

２
２
·
４
π
·
π
４
＝槡
２
２
，故选 Ｃ．

４． 函数 ４－ｘ槡
２
在区间［－２，２］上的平均值为（　 　 ）．

Ａ．
π
２
　 　 Ｂ． π　 　 Ｃ． ２π　 Ｄ． ２π

答案：Ａ．

解析：∫
２

－ ２
４－ｘ槡

２ ｄｘ ＝
１
２
４π ＝ ２π，函数 ４－ｘ槡

２
在区间［－２，２］上的平均值为

２π
４
＝ π
２
，故

９２１



高等数学


选 Ａ．

５． 积分值 Ｉ１ ＝ ∫
２

１
ｌｎ ｘｄｘ，Ｉ２ ＝ ∫

２

１
（ｌｎ ｘ）２ ｄｘ，则它们之间的大小关系是（　 　 ）．

Ａ． Ｉ１≤Ｉ２ 　 Ｂ． Ｉ１≥Ｉ２ 　 Ｃ． Ｉ１ ＝ Ｉ２ 　 Ｄ． 无法判断
答案：Ｂ．
解析：在区间［１，２］上，ｌｎ ｘ≥（ｌｎ ｘ）２，所以有 Ｉ１≥Ｉ２，故选 Ｂ．

Co pyri

１． 已知 ｆ（ｘ）在［０，１］上连续，∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ １，　 则 ∫

１

－ １
ｆ（ ｘ ）ｄｘ ＝ ．

解析：利用偶函数在对称区间上的积分性质，得 ∫
１

－ １
ｆ（ ｘ ）ｄｘ ＝ ２∫

１

０
ｆ（ｘ）＝ ２．

２． 若 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２，∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ １，则 ∫

ｂ

ａ
［３ｆ（ｘ）－２ｇ（ｘ）］ｄｘ ＝ ．

Ａ． １　 　 　 Ｂ． ２　 　 　 Ｃ． ３　 　 　 Ｄ． ４

解析：∫
ｂ

ａ
［３ｆ（ｘ）－２ｇ（ｘ）］ｄｘ ＝ ３∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－２∫

ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ ３×２－２×１ ＝ ４．

故选 Ｄ．
３． 函数 ｆ（ｘ）＝ ｌｎ ｘ 在区间［１，３］连续，并在该区间上的平均值是 ６，则

∫
３

１
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ．

解析：因为 ６ ＝
∫
３

１
ｆ（ｘ）ｄｘ

２
，所以 ∫

３

１
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ １２．

go ht(c

１． 设 ｆ（ｘ）连续，且 ｆ（ｘ）＝ ｘ＋２∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，则 ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ．

答案：－
１
２
．

解析：设 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ａ，由 ｆ（ｘ）＝ ｘ ＋ ２∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，等式两边从 ０ 到 １ 积分，有

ａ ＝ ∫
１

０
ｘｄｘ＋ ∫

１

０
２ａｄｘ，ａ ＝

１
２
＋２ａ，故 ａ ＝ －

１
２
．

２． 已知 ∫
３

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ３，∫

４

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ７，则 ∫

３

４
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ． ４　 　 　 Ｂ． －４　 　 　 Ｃ． ２　 　 　 　 Ｄ． ６
答案：Ｂ．

解析：∫
４

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

３

０
ｆ（ｘ）ｄｘ＋ ∫

４

３
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ３＋ ∫

４

３
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ７，得 ∫

４

３
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ４，所以
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∫
３

４
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ － ４，故选 Ｂ．

３． 已知 ｆ（ｘ）为奇函数，且 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ３，试计算 ∫

１

－ １
ｆ（ｘ）ｄｘ 的值 ．

答案：０．
解析：奇函数在关于原点对称区间上的积分等于 ０，考生不要被题目给的条件

∫
１

０
ｆ（ｘ） ｄｘ ＝ ３ 迷惑 ．

Copyright(c) 20-Bej－nFud0-

er  Elc

１． 理解变限积分函数的概念 ．
２． 熟练掌握变限积分函数的导数 ．
３． 熟练掌握牛顿－莱布尼茨公式 ．

tr onis

　 　 解题依据：（１）设函数 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上可积，对任意 ｘ∈［ａ，ｂ］，Ｐ（ｘ）＝

∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ 为定义在区间［ａ，ｂ］上的积分上限 ｘ 的函数，称为变上限积分函数 ．同理，

Ｑ（ｘ）＝ ∫
ｂ

ｘ
ｆ（ｔ）ｄｔ 为定义在［ａ，ｂ］上的积分下限 ｘ 的函数，称为变下限积分函数 ．

（２）函数 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，则 Ｐ（ｘ）＝ ∫
ｘ

ａ
ｆ（ｔ）ｄｔ，ｘ∈［ａ，ｂ］，在区间［ａ，ｂ］

上可导，且 Ｐ′（ｘ）＝ ｆ（ｘ），ｘ∈［ａ，ｂ］．
（３）积分变上、下限积分函数求导公式：

∫
β（ｘ）

α（ｘ）
ｆ（ｔ）ｄｔr i′＝ ｆ［β（ｘ）］β′（ｘ）－ｆ［α（ｘ）］α′（ｘ）．

题型一　 利用变上限积分函数求导公式求极限

例 １　 求极限ｌｉｍ
ｘ→０

∫
０

２ｘ
ｓｉｎ ｔ２ ｄｔ

ｘ３
．

解析：这是“
０
０
”型未定式的极限，利用洛必达法则，原式极限等于分子与分母的导

函数的极限，而分子的导数就是一个变下限积分函数的导数 ．
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ｌｉｍ
ｘ→０

∫
０

２ｘ
ｓｉｎ ｔ２ ｄｔ

ｘ３
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
０

２ｘ
ｓｉｎ ｔ２ ｄｔC o ′
（ｘ３）′

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

－ｓｉｎ （２ｘ）２·（２ｘ）′
３ｘ２

＝ －
２
３
ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ ４ｘ２

ｘ２
＝ －
２
３
ｌｉｍ
ｘ→０

４ｘ２

ｘ２
＝ －
８
３
．

例 ２　 求极限ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ａｒｃｔａｎ ｔｄｔ

ｓｉｎ２ｘ
．

解析：ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ａｒｃｔａｎ ｔｄｔ

ｓｉｎ２ｘ
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ａｒｃｔａｎ ｔｄｔ

ｘ２
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
ａｒｃｔａｎ ｔｄｔC o ′
（ｘ２）′

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ａｒｃｔａｎ ｘ
２ｘ

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ
２ｘ
＝
１
２
．

例 ３　 设 ｆ（ｘ）＝ ∫
２ｘ

０
（ｅ ｔ２ － １）ｄｔ， ｘ ≠ ０，

Ａ， ｘ ＝ ０，g 求当 Ａ 为何值时，ｆ（ｘ）在 ｘ ＝ ０ 处可导，并

求 ｆ ′（０）．
解析：本题是一个综合题，既考查函数在某一点处导数的定义，又考查变上限函数

的求导法则 ．由导数的定义知 ｆ ′（０）＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
２ｘ

０
（ｅ ｔ２ － １）ｄｔ － Ａ

ｘ
，分母的极限为 ０，导数存在，

分子的极限必为 ０，则有ｌｉｍ
ｘ→０∫

２ｘ

０
（ｅ ｔ２ －１）ｄｔ－Ａ ＝ ０，得 Ａ ＝ ０，这是“

０
０
”型的未定式，满足洛必

达法则使用条件，所以 ｆ ′（０）＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
２ｘ

０
（ｅ ｔ２ － １）ｄｔ － Ａ

ｘ
＝ ｌｉｍ
ｘ→０
（ｅ４ｘ２ －１）·２ ＝ ０．

Copy

１． Ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ２

１

ｄｔ

１＋ｔ槡
３
，则
ｄＦ
ｄｘ
＝ ．

答案：
２ｘ

１＋ｘ槡
６
．

解析：
ｄＦ
ｄｘ
＝ ∫

ｘ２

１

１

１＋ｔ槡
３
ｄｔC o′＝ （ｘ２）′１＋ｘ槡

６
＝
２ｘ

１＋ｘ槡
６
．

２．
ｄ
ｄｘ ∫

ｘ

０
ｌｎ（ｔ２ ＋１）ｄｔ ＝（　 　 ）．

Ａ． ｌｎ（ｔ２ ＋１） Ｂ． ｌｎ（ｘ２ ＋１）　 Ｃ． ２ｘｌｎ（ｘ２ ＋１） Ｄ． ２ｔｌｎ（ｔ２ ＋１）
答案：Ｂ．

解析：
ｄ
ｄｘ ∫

ｘ

０
ｌｎ（ｔ２ ＋１）ｄｔ ＝ ｌｎ（ｘ２ ＋１）．故选 Ｂ．

３． Ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ

０
ｅ－ ｔｃｏｓ ｔｄｔ，则 Ｆ（ｘ）在［０，π］上有（　 　 ）．

Ａ． Ｆ
π
２C o 为极大值，Ｆ（０）为最小值 Ｂ． Ｆ

π
２C o 为极大值，但无最小值
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Ｃ． Ｆ
π
２C o 为极小值，但无最大值 Ｄ． Ｆ

π
２C o 为最小值，Ｆ（０）为最大值

答案：Ａ．

解析：Ｆ′（ｘ）＝ （∫
ｘ

０
ｅ－ ｔｃｏｓ ｔｄｔ）′＝ ｅ－ｘｃｏｓ ｘ，令 Ｆ′（ｘ）＝ ０ｃｏｓ ｘ ＝ ０ｘ ＝

π
２
，

Ｆ″（ｘ）＝ （ｅ－ｘｃｏｓ ｘ）′＝ －ｅ－ｘｃｏｓ ｘ－ｅ－ｘ ｓｉｎ ｘ ＝ －ｅ－ｘ（ｃｏｓ ｘ＋ｓｉｎ ｘ），

Ｆ″
π
２C o ＜０，ｘ ＝ π２ 是Ｆ（ｘ）的极大值 ． 当 ｘ∈［０，π］，Ｆ（０）为最小值 Ｆ（０）＝ ０．故选 Ａ．

４． 求极限ｌｉｍ
ｘ→０

∫
１

ｃｏｓ ｘ
ｅ － ｔ２ ｄｔ

ｓｉｎ２ｘ
．

答案：
１
２
ｅ－１ ．

解析：ｌｉｍ
ｘ→０

∫
１

ｃｏｓ ｘ
ｅ － ｔ２ ｄｔ

ｓｉｎ２ｘ
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
１

ｃｏｓ ｘ
ｅ － ｔ２ ｄｔ

ｘ２
ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ－ｃｏｓ２ｘ（－ｃｏｓ ｘ）′
（ｘ２）′

＝ ｅ－１ ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ ｘ
２ｘ
＝
１
２
ｅ－１ ．

５． 设由方程 ∫
ｙ

０
ｅ ｔｄｔ＋ ∫

ｘ

０
ｃｏｓ ｔｄｔ ＝ ０ 所确定的 ｙ 是 ｘ 的函数，求 ｄｙ．

答案：－
ｃｏｓ ｘ
ｅ ｙ
ｄｘ．

解析：方程两边对 ｘ 求导数，有 ｅ ｙ ｙ′＋ｃｏｓ ｘ ＝ ０，ｙ′＝ －
ｃｏｓ ｘ
ｅ ｙ
，从而 ｄｙ ＝ －

ｃｏｓ ｘ
ｅ ｙ
ｄｘ．

题型二　 利用牛顿－莱布尼茨公式计算定积分

例 １　 计算 ∫
１

０

１

１－ｘ槡
２
ｄｘ．

解析：由于 ａｒｃｓｉｎ ｘ 是
１

１－ｘ槡
２
的一个原函数，所以

∫
１

０

１

１－ｘ槡
２
ｄｘ ＝（ａｒｃｓｉｎ ｘ） １

０ ＝
π
２
－０ ＝

π
２
．

例 ２　 计算 ∫
－ １

－ ２

１
ｘ
ｄｘ．

解析：ｘ＜０ 时，
１
ｘ
的一个原函数是 ｌｎ ｘ ，所以

∫
－ １

－ ２

１
ｘ
ｄｘ ＝（ｌｎ ｘ ） －１

－２ ＝ ｌｎ １－ｌｎ ２ ＝ －ｌｎ ２． 　

例 ３　 计算 ∫
π

０
ｓｉｎ３ｘ－ｓｉｎ５槡 ｘ ｄｘ．

解析：∫
π

０
ｓｉｎ３ｘ－ｓｉｎ５槡 ｘ ｄｘ ＝ ∫

π

０
ｓｉｎ３ｘ（１－ｓｉｎ２槡 ｘ）ｄｘ ＝ ∫

π

０
ｓｉｎ ｘ ｃｏｓ ｘ ｓｉｎ槡 ｘ ｄｘ
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＝ ∫
π
２

０
ｓｉｎ

３
２ ｘｃｏｓ ｘｄｘ－ ∫

π

π
２

ｓｉｎ
３
２ ｘｃｏｓ ｘｄｘ

＝ ∫
π
２

０
ｓｉｎ

３
２ ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）－ ∫

π

π
２

ｓｉｎ
３
２ ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）

＝
２
５
ｓｉｎ

５
２ ｘC o

π
２

０

－
２
５
ｓｉｎ

５
２ ｘC o

π

π
２

＝
２
５
－ －

２
５C o ＝ ４５ ．

　 　 【注】　 本题中在 ０ 到 π 区间上 ｃｏｓ ｘ 的符号是不同的，必须分开讨论，根据定积

分对区间的可加性，把区间分成 ０ 到
π
２
，
π
２
到 π 两个区间 ．

例 ４　 ∫
１

－ １
ｍｉｎ｛ｘ，ｘ２｝ｄｘ．

解析：ｍｉｎ｛ｘ，ｘ２｝在区间［－１，１］上取值不同，是个分段函数，

ｍｉｎ｛ｘ，ｘ２｝＝
ｘ， －１≤ｘ＜０，

ｘ２， ０≤ｘ≤１，g
所以

∫
１

－ １
ｍｉｎ｛ｘ，ｘ２｝ｄｘ ＝ ∫

０

－ １
ｘｄｘ＋ ∫

１

０
ｘ２ ｄｘ ＝

ｘ２

２

０

－１

＋
ｘ３

３

１

０

＝ －
１
２
＋
１
３
＝ －
１
６
．

　 　 【注】　 最大值函数、最小值函数都是分段函数，计算定积分时必须根据积分区
间及被积函数分别计算各区间内定积分的值 ．

例 ５　 ∫
１
２

－
１
２

ｓｉｎ ｘ
ｘ８ ＋１

＋ ｘ槡
２C o ｄｘ．

解析：第一部分
ｓｉｎ ｘ
ｘ８ ＋１

是关于原点对称区间上的奇函数，所以不用计算可知其积分值

等于 ０，第二部分 ｘ槡
２ ＝ ｘ 为偶函数，所以 ∫

１
２

－
１
２

ｓｉｎ ｘ
ｘ８ ＋１

＋ ｘ槡
２C o ｄｘ ＝ ０＋２∫

１
２

０
ｘｄｘ ＝

１
４
．

例 ６　 设 ｆ（ｘ）＝
１
１＋ｘ
， ｘ≥０，

ｅ ｘ ｘ＜０，g 计算 ∫
２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ．

解析：令 ｘ－１ ＝ ｔ，当 ｘ：０→２ 时，ｔ：－１→１，则

∫
２

０
ｆ（ｘ－１）ｄｘ ＝ ∫

１

－ １
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ ∫

０

－ １
ｅ ｘｄｘ＋ ∫

１

０

１
１＋ｘ
ｄｘ ＝ １－ｅ－１ ＋ｌｎ ２．

例 ７　 积分 Ｉ ＝ ∫
１

－ １

ｓｉｎ ｘ＋（ａｒｃｔａｎ ｘ）２

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ．

解析：考生看到这种积分区间关于原点对称的题目，应想到本题可能考查的是奇偶

函数在对称区间上的定积分的性质。第一部分
ｓｉｎ ｘ
１＋ｘ２

是奇函数，在关于原点对称区间上

的积分等于 ０，第二部分
（ａｒｃｔａｎ ｘ）２

１＋ｘ２
是偶函数，于是原式
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Ｉ ＝ ∫
１

－ １

ｓｉｎ ｘ＋（ａｒｃｔａｎ ｘ）２

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ０＋２ ∫

１

０

（ａｒｃｔａｎ ｘ）２

１＋ｘ２
ｄｘ

＝ ２∫
１

０
（ａｒｃｔａｎ ｘ）２ ｄ（ａｒｃｔａｎ ｘ）＝

２
３
（ａｒｃｔａｎ ｘ）３ １

０ ＝
π３

９６
．

Copy

１． ∫
２

０
ｘ３ －２ｘ２ ＋槡 ｘ ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ．
４
１５
（２＋槡２）　 　 Ｂ． －

４
１５
（２＋槡２）　 　 　 Ｃ．

４槡２
３
－
８槡２
５
　 　 Ｄ． －

４槡２
３
＋
８槡２
５

答案：Ａ．
解析：

∫
２

０
ｘ３ －２ｘ２ ＋槡 ｘ ｄｘ ＝ ∫

２

０
ｘ
１
２ ｘ－１ ｄｘ ＝ ∫

１

０
ｘ
１
２（１－ｘ）ｄｘ＋ ∫

２

１
ｘ
１
２（ｘ－１）ｄｘ

＝
２
３
ｘ
３
２ －
２
５
ｘ
５
２C o

１

０

＋
２
５
ｘ
５
２ －
２
３
ｘ
３
２C o

２

１

＝
８
１５
＋
８槡２
５
－
４槡２
３
＝
４
１５
（２＋槡２），

故选 Ａ．

２． ∫
１

－ １
ｘ（ｘ＋ｘ２０２３）（ｅ ｘ－ｅ－ｘ）ｄｘ ＝ ．

答案：０．
解析：本题被积函数是三个奇函数的积，仍为奇函数，利用奇函数在关于原点对称

区间上的积分等于 ０ 的性质可知，积分值为 ０．

３． 计算定积分 ∫
１

０
（ｅ ｘ－１）４ ｅ ｘｄｘ．

答案：
（ｅ－１）５

５
．

解析：∫
１

０
（ｅ ｘ－１）４ ｄ（ｅ ｘ－１）＝

（ｅ ｘ－１）５

５r i
１

０

＝
（ｅ－１）５

５
．

４． 计算定积分 ∫
ｂ

ａ
２ｘ－（ａ＋ｂ）ｄｘ（ａ＜ｂ）．

答案：
１
２
（ａ－ｂ）２ ．

解析：∫
ｂ

ａ
２ｘ－（ａ＋ｂ）ｄｘ ＝ ∫

ａ ＋ ｂ
２

ａ
［（ａ＋ｂ）－２ｘ］ｄｘ＋ ∫

ｂ

ａ ＋ ｂ
２

［２ｘ－（ａ＋ｂ）］ｄｘ　

＝［（ａ＋ｂ）ｘ］
ａ＋ｂ
２
ａ
－（ｘ２）

ａ＋ｂ
２
ａ
＋（ｘ２）

ｂ
ａ＋ｂ
２
－［（ａ＋ｂ）ｘ］

ｂ
ａ＋ｂ
２
＝
１
２
（ａ－ｂ）２ ．

５． 计算定积分 ∫
２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，其中 ｆ（ｘ）＝

ｘ２， ｘ≤１，
ｘ－１， ｘ＞１．g
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答案：
５
６
．

解析：∫
２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
ｘ２ ｄｘ＋ ∫

２

１
（ｘ－１）ｄｘ ＝

１
３
＋
（ｘ－１）２

２r i
２

１

＝
１
３
＋
１
２
－０ ＝

５
６
．

Co pyri

１． 求极限ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｅ ｔ２ － １）ｄｔ

ｓｉｎ ｘ３
．

解析：ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｅ ｔ２ － １）ｄｔ

ｓｉｎ ｘ３
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｘ

０
（ｅ ｔ２ － １）ｄｔ

ｘ３
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｅ ｘ２ －１
３ｘ２

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ２

３ｘ２
＝
１
３
．

２． 函数 ｆ（ｘ）连续，且 ∫
２ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ １＋ｘ３，则 ｆ（８）＝ ．

解析：∫
２ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ １＋ｘ３，两边同时对 ｘ 求导，有 ２ｆ（２ｘ）＝ ３ｘ２，ｆ（２ｘ）＝

３
２
ｘ２，令 ２ｘ ＝ ８，

得 ｘ ＝ ４，代入，有 ｆ（８）＝
３
２
×１６ ＝ ２４．

３． 设某产品在时刻 ｔ 总产量的变化率为 ｆ（ｔ）＝ １００＋１２ｔ－０．６ｔ２（单位：小时），求：从
ｔ ＝ ２ 到 ｔ ＝ ４ 这两个小时的总产量是多少？

解析：Ｆ（ｔ）＝ ∫
４

２
（１００＋１２ｔ－０．６ｔ２）ｄｔ ＝（１００ｔ＋６ｔ２ －０．２ｔ３） ４

２

＝ ２００＋６（１６－４）－０．２（６４－８）＝ ２６０．８．

４． 设 ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ

０
ｔｅ－ ｔ２ ｄｔ，求 ｆ（ｘ）的极值 ．

解析：方程两边对 ｘ 求导，有 ｆ ′（ｘ）＝ ｘｅ－ｘ２，令 ｆ ′（ｘ）＝ ０，得 ｘ ＝ ０．当 ｘ＞０ 时，ｆ ′（ｘ）＞０，
当 ｘ＜０ 时，ｆ ′（ｘ）＜０，所以 ｘ ＝ ０ 为 ｆ（ｘ）的极小值点，极小值 ｆ（０）＝ ０．

go ht(c

１． 设 ｆ（ｘ）＝
１， －２≤ｘ＜０，
ｘ＋１， ０≤ｘ≤１，
２ｘ， １＜ｘ≤２，g 则 ∫

２

－ ２
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ．

答案：
１３
２
．

解析：∫
２

－ ２
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

０

－ ２
ｄｘ＋ ∫

１

０
（ｘ＋１）ｄｘ＋ ∫

２

１
２ｘｄｘ ＝ ２＋

（ｘ＋１）２

２

１

０

＋ｘ２ ２
１

＝ ２＋２－
１
２
＋３ ＝

１３
２
．

２． 已知当 ｘ→０ 时，∫
ｓｉｎ ｘ

０
ｔ３ ｄｔ 与 ｘα 是同阶无穷小量，则常数 α ＝ ．
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答案：４．

解析：ｌｉｍ
ｘ→０

∫
ｓｉｎ ｘ

０
ｔ３ ｄｔ

ｘα
＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ·ｃｏｓ ｘ
αｘα－１

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｘ３

αｘα－１
，α－１ ＝ ３，α ＝ ４．

３． Ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ３

ｘ２
ｔｅ ｔ２＋ ｔｄｔ，则

ｄＦ
ｄｘ
＝ ．

答案：３ｘ５ ｅ ｘ６＋ｘ３ －２ｘ３ ｅ ｘ４＋ｘ２ ．

解析：
ｄＦ
ｄｘ
＝ ｘ３ ｅ ｘ６＋ｘ３（ｘ３）′－ｘ２ ｅ ｘ４＋ｘ２（ｘ２）′＝ ３ｘ５ ｅ ｘ６＋ｘ３ －２ｘ３ ｅ ｘ４＋ｘ２ ．

４． 设 ｆ（ｘ）为连续函数，且 ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ ａ２ｘ（ａ＞０ 且 ａ≠１），则 ｆ（ｘ）＝ （　 　 ）．

Ａ． ２ａ２ｘ 　 Ｂ． ａ２ｘ ｌｎ ａ　 　 Ｃ． ２ｘａ２ｘ 　 　 　 Ｄ． ２ａ２ｘ ｌｎ ａ
答案：Ｄ．
解析：等式两边对 ｘ 求导，有 ｆ（ｘ）＝ （ａ２ｘ）′＝ ２ａ２ｘ ｌｎ ａ，故选 Ｄ．

５． 设 ｙ ＝ ｆ（ｘ）满足 Δｙ ＝
１－ｘ

１－ｘ槡
２
Δｘ＋ｏ（Δｘ），且 ｆ（０）＝ ２，则 ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ．
３π
８
　 Ｂ．

３π
４
　 Ｃ．

３π
４
－２　 　 Ｄ．

π
４

答案：Ｂ．

解析：Δｙ ＝
１－ｘ

１－ｘ槡
２
Δｘ＋ｏ（Δｘ），ｆ ′（ｘ）＝ ｌｉｍ

Δｘ→０

Δｙ
Δｘ
＝
１－ｘ

１－ｘ槡
２
，

ｆ（ｘ）＝ ∫ １－ｘ
１－ｘ槡

２
ｄｘ ＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ＋ １－ｘ槡

２ ＋Ｃ，ｆ（０）＝ ２Ｃ ＝ １，

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
（ａｒｃｓｉｎ ｘ＋ １－ｘ槡

２ ＋１）ｄｘ ＝（ｘａｒｃｓｉｎ ｘ） １
０ － ∫

１

０
ｘ
ｄｘ

１－ｘ槡
２
＋ ∫

１

０
１－ｘ槡

２ ｄｘ＋１

＝ π
２
－（ １－ｘ槡

２
）

１
０ ＋
π
４
＋１ ＝

３π
４
，

故选 Ｂ．

６． 若连续函数 ｆ（ｘ）满足 ∫
ｘ３ － １

０
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ ｘ，则 ｆ（７）＝ （　 　 ）．

Ａ． １　 　 　 Ｂ． ２　 　 Ｃ．
１
１２
　 　 Ｄ．

１
２

答案：Ｃ

解析：∫
ｘ３ － １

０
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ ｘ，等式两边同时对 ｘ 求导，有 ｆ（ｘ３ －１）·３ｘ２ ＝ １，将 ｘ ＝ ２ 代入，有

ｆ（７）＝
１
３ｘ２ ｘ ＝ ２

＝
１
１２
，故选 Ｃ．

７．
ｄ
ｄｘ ｘ ∫

ｘ

０
１＋ｔ槡

４ ｄｔr i ＝（　 　 ）．
Ａ． ∫

ｘ

０
１＋ｔ槡

４ ｄｔ　 　 　 　 　 　 　 Ｂ． ４ｘ４∫
ｘ

０
１＋ｔ槡

４ ｄｔ
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Ｃ． ∫
ｘ

０
１＋ｔ槡

４ ｄｔ＋ｘ １＋ｘ槡
４ 　 　 　 Ｄ． ｘ １＋ｘ槡

４ 　

答案：Ｃ．
解析：本 题 是 求 两 个 函 数 乘 积 的 导 数 ，可 利 用 导 数 乘 法 的 运 算 性 质 ，

ｄ
ｄｘ
ｘ∫
ｘ

０
１ ＋ ｔ槡

４ ｄｔC o ＝ ∫
ｘ

０
１＋ｔ槡

４ ｄｔ＋ｘ １＋ｘ槡
４ ．故选 Ｃ．

８． 计算定积分 ∫
π
２

－ π２

ｓｉｎ ｘ（ｓｉｎ３ｘ＋ｃｏｓ３ｘ）ｄｘ．

答案：
３π
８
．

解析：∫
π
２

－ π２

ｓｉｎ ｘ（ｓｉｎ３ｘ＋ｃｏｓ３ｘ）ｄｘ ＝ ∫
π
２

－ π２

ｓｉｎ４ｘｄｘ ＝ ２∫
π
２

０
ｓｉｎ４ｘｄｘ ＝

１
２ ∫

π
２

０
（１－ｃｏｓ ２ｘ）２ ｄｘ

＝
１
２ ∫

π
２

０
（１－２ｃｏｓ ２ｘ＋ｃｏｓ２２ｘ）ｄｘ

＝
１
２ ∫

π
２

０
１－２ｃｏｓ ２ｘ＋

１
２
（１－ｃｏｓ ４ｘ）C o ｄｘ

＝
３
４
ｘp y

π
２

０

－
１
２
ｓｉｎ ２ｘp y

π
２

０

－
１
１６
ｓｉｎ ４ｘp y

π
２

０

＝
３
４
·
π
２
＝
３π
８
．

right(c) 2(c0-cB(c0

ei jng 

熟练掌握定积分的换元积分法和分部积分法 ．

Fi oudr

题型一　 换元积分法

　 　 设函数 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，函数 ｘ ＝（ｔ）满足：
（１）（ｔ）在区间［α，β］上有连续导数 ′（ｔ）；
（２）当 α≤ｔ≤β 时，ａ≤（ｔ）≤ｂ，且 （α）＝ ａ，（β）＝ ｂ；则有

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

β

α
ｆ［（ｔ）］′（ｔ）ｄｔ．
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　 　 【注】　 （１）定积分换元时，不仅被积函数要变换，积分上、下限也要随之变换；
（２）求出 ｆ［（ｔ）］′（ｔ）的一个原函数 Φ（ｔ）后，不必像计算不定积分那样再把

Φ（ｔ）变换成原变量 ｘ 的函数，而只要把新变量 ｔ 的上、下限分别代入 Φ（ｔ）然后相减
即可 ．

例 １　 若 ｆ（ｘ）有连续二阶导数，且 ｆ ′（ａ）＝ ｂ，ｆ ′（ｂ）＝ ａ，则 ∫
ｂ

ａ
ｆ ′（ｘ）ｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．

解析：∫
ｂ

ａ
ｆ ′（ｘ）ｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

ｂ

ａ
ｆ ′（ｘ）ｄｆ ′（ｘ）＝

［ｆ ′（ｘ）］２

２

ｂ

ａ

＝
１
２
（ａ２ －ｂ２）．

例 ２　 计算 ∫
４

０

ｘ＋１

２ｘ＋槡 １
ｄｘ．

解析：设 ２ｘ＋槡 １ ＝ ｔ，则 ｘ ＝
ｔ２ －１
２
，ｄｘ ＝ ｔｄｔ，当 ｘ：０→４ 时，ｔ：１→３，于是

∫
４

０

ｘ＋１

２ｘ＋槡 １
ｄｘ ＝ ∫

３

１

ｔ２ －１
２
＋１

ｔ
ｔｄｔ ＝

１
２ ∫

３

１
（ｔ２ ＋１）ｄｔ ＝

１
２
ｔ３

３
＋ｔC o

３

１

＝
１６
３
．

例 ３　 计算 ∫
１

０
ｘ２ １－ｘ槡

２ ｄｘ．

解析：此类问题一般的解法是通过三角换元去掉根式，设 ｘ ＝ ｓｉｎ ｔ，ｄｘ ＝ ｃｏｓ ｔｄｔ，当 ｘ：

０→１ 时，ｔ：０→
π
２
．于是

∫
１

０
ｘ２ １－ｘ槡

２ ｄｘ ＝ ∫
π
２

０
ｓｉｎ２ ｔ ｃｏｓ２ ｔｄｔ ＝

１
４ ∫

π
２

０
ｓｉｎ２２ｔｄｔ ＝

１
３２ ∫

π
２

０
（１－ｃｏｓ ４ｔ）ｄ（４ｔ）＝

π
１６
．

例 ４　 证明：若 ｆ（ｘ）连续，则 ∫
π

０
ｘｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ ＝

π
２ ∫

π

０
ｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ．

证明：令 π－ｘ ＝ ｔ，则 ｄｘ ＝ －ｄｔ，当 ｘ：０→π 时，ｔ：π→０．

　 ∫
π

０
ｘｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ ＝ ∫

０

π
（π－ｔ）ｆ ［ｓｉｎ（π－ｔ）］ｄ（－ｔ）＝ ∫

π

０
（π－ｔ）ｆ（ｓｉｎ ｔ）ｄｔ

＝ ∫
π

０
πｆ（ｓｉｎ ｔ）ｄｔ－ ∫

π

０
ｘｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ ＝π ∫

π

０
ｆ（ｓｉｎ ｔ）ｄｔ－ ∫

π

０
ｘｆ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ，

移项整理后原式成立，得证 ．

Copy

１． 设函数 ｆ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上连续，且 ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ｍ，则 ∫

ｂ

ａ
ｆ（ａ＋ｂ－ｘ）ｄｘ ＝ ．

答案：ｍ．

解析：∫
ｂ

ａ
ｆ（ａ＋ｂ－ｘ）ｄｘ ＝ － ∫

ｂ

ａ
ｆ（ａ＋ｂ－ｘ）ｄ（ａ＋ｂ－ｘ）．

令 ｘ ＝ ａ＋ｂ－ｔ，则原式 ＝ － ∫
ａ

ｂ
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ｍ．

２． 设 ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ

０
ｅ－

１
３ ｔ
４ ｄｔ，则 ｆ（ｘ）为 函数（填奇或偶）．
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答案：奇 ．

解析：ｆ（－ｘ）＝ ∫
－ ｘ

０
ｅ－

１
３ ｔ
４ ｄｔ

ｕ ＝ －


ｔ ∫
ｘ

０
ｅ－

１
３ ｕ
４ ｄ（－ｕ）＝ －ｆ（ｘ），所以 ｆ（ｘ）为奇函数 ．

３． 求定积分 ∫
５

１

ｘ－槡 １
ｘ
ｄｘ．

答案：４－２ａｒｃｔａｎ ２．

解析：设 ｘ－槡 １ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｔ２ ＋１，ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，当 ｘ：１→５ 时，ｔ：０→２，于是

∫
５

１

ｘ－槡 １
ｘ
ｄｘ ＝ ∫

２

０

ｔ
ｔ２ ＋１
·２ｔｄｔ ＝ ２ ∫

２

０

ｔ２

ｔ２ ＋１
ｄｔ ＝ ２ （ｔ－ａｒｃｔａｎ ｔ） ２

０ ＝ ４－２ａｒｃｔａｎ ２．

４． 求定积分 ∫
ｌｎ ２

０
ｅ ｘ－槡 １ ｄｘ．

答案：２－
π
２
．

解析：设 ｅ ｘ－槡 １ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｌｎ（ｔ２ ＋１），ｄｘ ＝
２ｔｄｔ
ｔ２ ＋１
，当 ｘ：０→ｌｎ ２ 时，ｔ：０→１，于是

∫
ｌｎ ２

０
ｅ ｘ－槡 １ ｄｘ ＝ ∫

１

０
ｔ·
２ｔｄｔ
ｔ２ ＋１

＝ ２ （ｔ－ａｒｃｔａｎ ｔ） １
０ ＝ ２－

π
２
．

５． 已知 ｆ（ｘ）＝ ｅ ｘ２，求 ∫
１

０
ｆ ′（ｘ）ｆ ″（ｘ）ｄｘ．

答案：２ｅ２ ．
解析：ｆ ′（ｘ）＝ ｅ ｘ２·２ｘ，ｆ ′（１）＝ ２ｅ，ｆ ′（０）＝ ０，

∫
１

０
ｆ ′（ｘ）ｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
ｆ ′（ｘ）ｄｆ ′（ｘ）＝

１
２
［ｆ ′（ｘ）］２ １

０ ＝
１
２
（２ｅ）２ ＝ ２ｅ２ ．

题型二　 分部积分法

　 　 设函数 ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）在区间［ａ，ｂ］上有连续导数，则 ∫
ｂ

ａ
ｕｄｖ ＝（ｕｖ） ｂ

ａ－ ∫
ｂ

ａ
ｖｄｕ．

　 　 【注】　 定积分的分部积分公式的适用范围及使用方法与不定积分的分部积分
过程类似 ．应用公式的关键是 ｕ 函数的选择次序仍然是反三角函数、对数函数、幂函
数、指数函数、三角函数（简记为“反、对、幂、指、三”）．

例 １　 计算 ∫
１

０
ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ．

解析：∫
１

０
ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ ＝（ｘａｒｃｔａｎ ｘ） １

０ － ∫
１

０

ｘ
１＋ｘ２

ｄｘ ＝
π
４
－
１
２
ｌｎ（１＋ｘ２）r i

１

０

＝ π
４
－
１
２
ｌｎ ２．

例 ２　 计算 ∫
π
２

０
ｘｃｏｓ ｘｄｘ．

解析：被积函数是三角函数与幂函数乘积的形式，所以根据 ｕ 函数的选取原则，将
幂函数选做 ｕ 函数，于是

∫
π
２

０
ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫

π
２

０
ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ （ｘｓｉｎ ｘ）　

π
２

０
－ ∫

π
２

０
ｓｉｎ ｘｄｘ ＝

π
２
＋（　ｃｏｓ ｘ）

π
２

０
＝ π
２
－１．
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例 ３　 计算 ∫
１

０
ｘａｒｃｔａｎ ｘｄｘ．

解析：被积函数是反三角函数与幂函数乘积的形式，所以根据 ｕ 函数的选取原则，
将反三角函数选为 ｕ 函数，于是

∫
１

０
ａｒｃｔａｎ ｘｄ

ｘ２

２
＝
ｘ２

２
ａｒｃｔａｎ ｘC o

１

０

－ ∫
１

０

ｘ２

２
·
１
１＋ｘ２

ｄｘ 　 　 　 　 　

＝ π
８
－
１
２ ∫

１

０

１＋ｘ２ －１
１＋ｘ２

ｄｘ ＝
π
８
－
１
２
（ｘ－ａｒｃｔａｎ ｘ） １

０

＝ π
８
－
１
２
１－
π
４C o ＝ π４ － １２ ．

例 ４　 计算定积分 ∫
π
２

０
ｅ ｘ ｓｉｎ ｘｄｘ．

解析：∫
π
２

０
ｅｘ ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ∫

π
２

０
ｓｉｎ ｘｄ（ｅｘ）＝（ｅｘ ｓｉｎ ｘ）

π
２

０
－ ∫

π
２

０
ｅｘｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ ｅ

π
２ － ∫

π
２

０
ｃｏｓ ｘｄ（ｅｘ）

＝ ｅ
π
２ － （ｅ ｘｃｏｓ ｘ）

π
２

０
－ ∫

π
２

０
ｅ ｘｄ（ｃｏｓ ｘ）r i ＝ ｅ π２ ＋１－ ∫

π
２

０
ｅ ｘ ｓｉｎ ｘｄｘ，

移项后整理可得 ∫
π
２

０
ｅ ｘ ｓｉｎ ｘｄｘ ＝

１
２
（ｅ

π
２ ＋ １）． 　

　 　 【注】　 形如这种三角函数与指数函数乘积的定积分，需两次应用分部积分公式 ．

例 ５　 如果 ｆ（ｘ）的一个原函数是
ｓｉｎ ｘ
ｘ
，试计算 ∫

π

π
２

ｘｆ ′（ｘ）ｄｘ．

解析：ｆ（ｘ）的一个原函数是
ｓｉｎ ｘ
ｘ
，即 ∫ ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｓｉｎ ｘｘ ＋Ｃ，等式两边对 ｘ 求导，得

ｆ（ｘ）＝
ｓｉｎ ｘ
ｘC o′＝ ｘｃｏｓ ｘ－ｓｉｎ ｘｘ２

，

于是

∫
π

π
２

ｘｆ ′（ｘ）ｄｘ ＝ ∫
π

π
２

ｘｄｆ（ｘ）＝ ｘｆ（ｘ）　r i π
π
２
－ ∫

π

π
２

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｘ·
ｘｃｏｓ ｘ－ｓｉｎ ｘ

ｘ２C o
π

π
２

－
ｓｉｎ ｘ
ｘC o

π

π
２

＝（ｃｏｓ ｘ）　 ππ
２
－ ２

ｓｉｎ ｘ
ｘC o

π

π
２

＝ －１－２ ０－
２
πC o ＝ ４π －１．

Copy

１． 已知 ｆ（０）＝ １，ｆ（１）＝ ２，ｆ ′（１）＝ ３，则 ∫
１

０
ｘｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ． ０　 　 Ｂ． １　 　 Ｃ． ２　 　 　 Ｄ． ３
答案：Ｃ．

解析：∫
１

０
ｘｆ ″（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
ｘｄｆ ′（ｘ）＝ ［ｘｆ ′（ｘ）］ １

０ － ∫
１

０
ｆ ′（ｘ）ｄｘ

＝ ｆ ′（１）－ｆ（１）＋ｆ（０）＝ ３－２＋１ ＝ ２．
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２． 求定积分 ∫
π
４

０
ｘ ｓｅｃ２ｘｄｘ．

答案：
π
４
－ｌｎ槡２ ．

解析：∫
π
４

０
ｘ ｓｅｃ２ｘｄｘ ＝ ∫

π
４

０
ｘｄ（ｔａｎ ｘ）＝ （ｘｔａｎ ｘ）

π
４
０
－ ∫

π
４

０
ｔａｎ ｘｄｘ ＝

π
４
－（ｌｎ ｓｅｃ ｘ）　

π
４
０

＝ π
４
－ｌｎ槡２ ．

３． 求定积分 ∫
ｅ２

１

２

槡ｘ
ｌｎ２ｘｄｘ．

答案：１６ｅ－３２．

解析：∫
ｅ２

１

２

槡ｘ
ｌｎ２ｘｄｘ ＝ ４∫

ｅ２

１
ｌｎ２ｘｄ槡ｘ ＝ ４ （槡ｘ ｌｎ

２ｘ）　 ｅ２
１
－８∫

ｅ２

１
槡ｘ ｌｎ ｘ

ｄｘ
ｘ

＝ １６ｅ－１６∫
ｅ２

１
ｌｎ ｘｄ槡ｘ ＝ １６ｅ－１６ （槡ｘ ｌｎ ｘ）　

ｅ２

１
＋１６∫

ｅ２

１

ｄｘ

槡ｘ

＝ １６ｅ－３２ｅ＋３２槡ｘ
ｅ２
１ ＝ １６ｅ－３２ｅ＋３２ｅ－３２ ＝ １６ｅ－３２．

４． 求定积分 ∫
ｅ

１
ｅ

ｌｎ ｘ ｄｘ．

答案：２－
２
ｅ
．

解析：∫
１

１
ｅ

（－ｌｎ ｘ）ｄｘ＋ ∫
ｅ

１
ｌｎ ｘｄｘ ＝（－ｘｌｎ ｘ＋ｘ）　 １１

ｅ

＋（ｘｌｎ ｘ－ｘ）　 ｅ
１
＝ １－

２
ｅ
＋１ ＝ ２－

２
ｅ
．

题型三　 积分法综合应用

例 １　 计算定积分 ∫
１

０
ｅ槡ｘ ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ． ２　 Ｂ． ３　 　 Ｃ． ８　 　 Ｄ． １０

解析：设槡ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｔ
２
，则 ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，当 ｘ：０→１ 时，ｔ：０→１．于是

∫
１

０
ｅ槡ｘ ｄｘ ＝ ２∫

１

０
ｔｅ ｔｄｔ ＝ ２ （ｔｅ ｔ） １

０ －２∫
１

０
ｅ ｔｄｔ ＝ ２ｅ－２ ｅ ｔ １０ ＝ ２．

例 ２　 计算定积分 ∫
ｅ

１
ｓｉｎ（ｌｎ ｘ）ｄｘ．

解析：设 ｌｎ ｘ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｅ ｔ，当 ｘ：１→ｅ 时，ｔ：０→１，于是 ∫
ｅ

１
ｓｉｎ（ｌｎ ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
ｅ ｔ ｓｉｎ ｔｄｔ，由

∫ ｅ ｔ ｓｉｎ ｔｄｔ ＝ １２ ｅ ｔ（ｓｉｎ ｔ－ｃｏｓ ｔ），有

∫
１

０
ｅ ｔ ｓｉｎ ｔｄｔ ＝

１
２
ｅ ｔ（ｓｉｎ ｔ－ｃｏｓ ｔ） １

０ ＝
１
２
（ｅｓｉｎ １－ｅｃｏｓ １＋１）．

本题利用对数代换，将被积函数化成三角函数与指数函数乘积的形式 ．
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Copy

１． 求定积分 ∫
ｅ

１

１

ｘ １＋ｌｎ槡 ｘ
ｄｘ．

答案：２（槡２ －１）．
解析：设 ｌｎ ｘ ＝ ｔ，ｘ ＝ ｅ ｔ，ｄｘ ＝ ｅ ｔｄｔ，当 ｘ：１→ｅ 时，ｔ：０→１，于是

∫
ｅ

１

１

ｘ １＋ｌｎ槡 ｘ
ｄｘ ＝ ∫

１

０

ｅ ｔｄｔ

ｅ ｔ １＋槡 ｔ
＝ ２ ∫

１

０

ｄ（ｔ＋１）

２ １＋槡 ｔ
＝ ２ １＋槡 ｔ １

０ ＝ ２（槡２ －１）．

２． 求定积分 ∫
１

－ １
ｘ ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡

２
）ｄｘ．

答案：０．

解析：对于函数 ｇ（ｘ）＝ ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡
２
），显然

ｇ（－ｘ）＝ ｌｎ（－ｘ＋ １＋ｘ槡
２
）＝ ｌｎ

－１

－ｘ－ １＋ｘ槡
２
＝ ｌｎ

１

ｘ＋ １＋ｘ槡
２
＝ －ｇ（ｘ），

所以 ｘ ｌｎ（ｘ＋ １＋ｘ槡
２
）是奇函数，在关于原点对称的区间上积分值等于 ０．

yr ight

１． 求定积分 ∫
５

１
ｅ ２ｘ－槡 １ ｄｘ．

解析：设 ２ｘ－槡 １ ＝ ｔ，则 ｘ ＝
ｔ２ ＋１
２
，ｄｘ ＝ ｔｄｔ，当 ｘ：１→５ 时，ｔ：１→３，于是

∫
５

１
ｅ ２ｘ－槡 １ ｄｘ ＝ ∫

３

１
ｅ ｔ·ｔｄｔ ＝ ∫

３

１
ｔｄｅ ｔ ＝（ｔｅ ｔ） ３

１ － ∫
３

１
ｅ ｔｄｔ ＝ ３ｅ３ －ｅ－（ｅ ｔ） ３

１ ＝ ３ｅ
３ －ｅ－（ｅ３ －ｅ）＝ ２ｅ３ ．

２． 求定积分 ∫
π
２

０
（ｘ－１）ｃｏｓ ｘｄｘ．

解析：∫
π
２

０
（ｘ－１）ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫

π
２

０
（ｘｃｏｓ ｘ－ｃｏｓ ｘ）ｄｘ ＝ ∫

π
２

０
ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）－（ｓｉｎ ｘ）　

π
２

０

＝（ｘｓｉｎ ｘ）
π
２

０
－ ∫

π
２

０
ｓｉｎ ｘｄｘ－１ ＝

π
２
＋（ｃｏｓ ｘ）　

π
２

０
－１

＝ π
２
－１＋（０－１）＝

π
２
－２．

３． 求定积分 ∫
４

１

１＋ｌｎ ｘ

槡ｘ
ｄｘ．

解析：设槡ｘ ＝ ｔ，则 ｘ ＝ ｔ
２
，ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ，当 ｘ：１→４ 时，ｔ：１→２，于是

∫
４

１

１＋ｌｎ ｘ

槡ｘ
ｄｘ ＝ ∫

２

１

１＋２ｌｎ ｔ
ｔ
·２ｔｄｔ ＝ ２ ∫

２

１
（１＋２ｌｎ ｔ）ｄｔ ＝ ２＋４ ∫

２

１
ｌｎ ｔｄｔ

＝ ２ ＋ ４ （ｔｌｎ ｔ） ２
１ － ∫

２

１
ｔ·
１
ｔ
ｄｔr i

３４１



高等数学


＝ ２＋８ｌｎ ２－４ ＝ ８ｌｎ ２－２．

４． 设 ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ２

１

ｓｉｎ ｔ
ｔ
ｄｔ．求 ∫

１

０
ｘｆ（ｘ）ｄｘ．

解析：由 ｆ（ｘ）＝ ∫
ｘ２

１

ｓｉｎ ｔ
ｔ
ｄｔ 知 ｆ（１）＝ ０，两边同时对 ｘ 求导，有 ｆ ′（ｘ）＝

２ｓｉｎ ｘ２

ｘ
，则

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄ

ｘ２

２
＝
ｘ２

２
ｆ（ｘ）r i

１

０

－ ∫
１

０

ｘ２

２
ｆ ′（ｘ）ｄｘ ＝ － ∫

１

０

ｘ２

２
·
２ｓｉｎ ｘ２

ｘ
ｄｘ

＝ － ∫
１

０
ｘｓｉｎ ｘ２ ｄｘ ＝ －

１
２ ∫

１

０
ｓｉｎ ｘ２ ｄｘ２

＝
１
２
（ｃｏｓ ｘ２） １

０ ＝
１
２
（ｃｏｓ １－１）．

Co pyri

１． ∫
π
２

０
ｃｏｓ ｘｅｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ．

答案：ｅ－１．

解析：∫
π
２

０
ｃｏｓ ｘｅｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ∫

π
２

０
ｅｓｉｎ ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）＝ （ｅｓｉｎ ｘ）　

π
２

０
＝ ｅ－１．

２． 　 ∫
１

－ １

ｘ２ ＋ｘ５ ｓｉｎ ｘ２

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ．

答案：２ １－
π
４C o ．

解析：∫
１

－ １

ｘ２ ＋ｘ５ ｓｉｎ ｘ２

１＋ｘ２
ｄｘ ＝ ∫

１

－ １

ｘ２ ｄｘ
１＋ｘ２

＝ ２∫
１

０

ｘ２ ｄｘ
１＋ｘ２

＝ ２ （ｘ－ａｒｃｔａｎ ｘ） １
０ ＝ ２ １－

π
４C o ．

３． ∫
π
２

－ π２

ｘ８ ｓｉｎ ｘ３

１＋ｘ槡
６
ｄｘ ＝ ．

答案：０．
解析：奇函数在关于原点对称的区间上的积分值等于 ０．

４． 已知 ∫
ｘ

０
ｆ（ｔ２）ｄｔ ＝ ｘ３，则 ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝（　 　 ）．

Ａ． ０　 Ｂ．
１
２
　 Ｃ．

３
２
　 　 　 Ｄ． １

答案：Ｃ．

解析：∫
ｘ

０
ｆ（ｔ２）ｄｔ ＝ ｘ３，等式两边同时对 ｘ 求导，有 ｆ（ｘ２）＝ ３ｘ２，即 ｆ（ｘ）＝ ３ｘ，

∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

１

０
３ｘｄｘ ＝

３
２
，故选 Ｃ．

５． ｙ ＝ ∫
ｘ

０
（ｔ－１）２（ｔ＋２）ｄｔ，则

ｄｙ
ｄｘ ｘ ＝ ０

＝（　 　 ）．

４４１
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Ａ． －２　 　 Ｂ． ２　 　 Ｃ． －１　 　 Ｄ． １
答案：Ｂ．

解析：
ｄｙ
ｄｘ ｘ ＝ ０

＝（ｘ－１）２（ｘ＋２） ｘ ＝ ０ ＝ ２，故选 Ｂ．

６． 设 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ４，∫

２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２，∫

２

０
ｇ（ｘ）ｄｘ ＝ －３，试计算下列积分 ．

（１）∫
２

１
ｆ（ｘ）ｄｘ；（２）∫

２

０
６ｆ（ｕ）ｄｕ；（３）∫

２

０
［２ｇ（ｘ）－３ｆ（ｘ）］ｄｘ；（４）∫

－ ２

０
ｆ（－ｘ）ｄｘ；

答案：（１）－２；（２）１２；（３）－１２；（４）－２．

解析：（１）∫
２

１
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫

２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ－ ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２－４ ＝ －２；

（２）∫
２

０
６ｆ（ｕ）ｄｕ ＝ ６∫

２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ６×２ ＝ １２；

（３）∫
２

０
［２ｇ（ｘ）－３ｆ（ｘ）］ｄｘ ＝ ２∫

２

０
ｇ（ｘ）ｄｘ－３∫

２

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２×（－３）－３×２ ＝ －１２；

（４）∫
－ ２

０
ｆ（－ｘ）ｄｘ

令 ｔ ＝ －


ｘ ∫
２

０
ｆ（ｔ）ｄ（－ｔ）＝ － ∫

２

０
ｆ（ｔ）ｄｔ ＝ －２．

７． 若 ｆ（ｘ）＝
１
１＋ｘ２

＋ １－ｘ槡
２ ∫

１

０
ｆ（ｔ）ｄｔ，求 ∫

１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ．

答案：
π
４－π
．

解析：设 ∫
１

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ａ，对原方程两边从 ０ 到 １ 积分，有 ａ ＝ ∫

１

０

ｄｘ
１＋ｘ２

＋ａ ∫
１

０
１－ｘ槡

２ ｄｘ，所

以 ａ ＝
π
４
＋ａ
π
４
，ａ ＝

π
４－π
．

８． 计算 ∫
１
２

０

ｘ

１－ｘ槡
２
ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ．

答案：－槡
３
２
ａｒｃｔａｎ

１
２
＋ π

槡２
－ π
２
．

解析：∫
１
２

０

ｘ

１－ｘ槡
２
ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ ＝ － ∫

１
２

０
ａｒｃｔａｎ ｘｄ １－ｘ槡

２

＝ － １－ｘ槡
２ ａｒｃｔａｎ ｘ　C o

１
２

０
＋ ∫

１

０
１－ｘ槡

２
·
ｄｘ
１＋ｘ２

＝ －槡
３
２
ａｒｃｔａｎ

１
２
＋ ∫

１

０
１－ｘ槡

２ ｄｘ
１＋ｘ２

，

对于 ∫
１

０
１－ｘ槡

２ ｄｘ
１＋ｘ２

，设 ｘ ＝ ｓｉｎ ｔ，ｄｘ ＝ ｃｏｓ ｔｄｔ，当 ｘ：０→１ 时，ｔ：０→
π
２
，

∫
１

０
１－ｘ槡

２ ｄｘ
１＋ｘ２

＝ ∫
π
２

０

ｃｏｓ２ ｔｄｔ
１＋ｓｉｎ２ ｔ

＝ ∫
π
２

０

１－ｓｉｎ２ ｔ－１＋１
１＋ｓｉｎ２ ｔ

ｄｔ ＝ ∫
π
２

０

２
１＋ｓｉｎ２ ｔ

－１C o ｄｔ
＝ ∫

π
２

０

２
１＋ｓｉｎ２ ｔ

ｄｔ－
π
２
＝ ∫

π
２

０

２
ｓｉｎ２ ｔ＋ｃｏｓ２ ｔ＋ｓｉｎ２ ｔ

ｄｔ－
π
２

５４１
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＝ ∫
π
２

０

２
ｃｏｓ２ ｔ（２ ｔａｎ２ ｔ＋１）

ｄｔ－
π
２
＝ ∫

π
２

０

槡２ ｄ（槡２ ｔａｎ ｔ）
２ ｔａｎ２ ｔ＋１

ｄｔ－
π
２

＝ 槡２ ａｒｃｔａｎ（槡２ ｔａｎ ｔ）　r i
π
２

０
－ π
２
＝槡２ ×

π
２
－ π
２
＝ π

槡２
－ π
２
，

所以原式 ＝ －槡
３
２
ａｒｃｔａｎ

１
２
＋ π

槡２
－ π
２
．

Copyright(ch)

 2 0-Be

掌握直角坐标系下用定积分计算平面图形面积的方法 ．

i2 jngF

求平面图形面积的步骤如下：

第 １ 步 　 画出平面图形，求出必要的交点坐标；
第 ２ 步 　 选择积分变量，并确定积分区间；
第 ３ 步 　 写出面积的定积分表达式，并计算定积分 ．

题型一　 计算由 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ（ａ＜ｂ），ｘ 轴围成平面图形的面积

计算公式：由曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｘ ＝ ａ，ｘ ＝ ｂ（ａ＜ ｂ），ｘ 轴围成平面图形的面积公式为

Ｓ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ） ｄｘ ．

特别的，（１）若 ｆ（ｘ）≥０（如图 ３－３），则面积公式可化为 Ｓ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ；

（２）若 ｆ（ｘ）≤０（如图 ３－４），则面积公式可化为 Ｓ ＝ － ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ；

（３）若 ｆ（ｘ）符号不定（如图 ３－５），则面积公式可化为

Ｓ ＝ ∫
ｃ１

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－ ∫

ｃ２

ｃ１

ｆ（ｘ）ｄｘ＋ ∫
ｂ

ｃ２

ｆ（ｘ）ｄｘ．

图 ３－３ 图 ３－４ 图 ３－５
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例 １　 求 ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ，ｘ∈［０，２π］与 ｘ 轴围成平面图形的面积 ．
解析：画出函数 ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ 在 ｘ∈［０，２π］的图像，如图 ３－６；ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ 与 ｘ 轴的交点坐

标分别为（０，０），（π，０），（２π，０）．

图 ３－６

方法 １　 当 ０≤ｘ≤π 时，ｓｉｎ ｘ≥０；当 π≤ｘ≤２π 时，ｓｉｎ ｘ≤０．
则

Ｓ ＝ ∫
π

０
ｓｉｎ ｘｄｘ－ ∫

２π

π
ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ －ｃｏｓ ｘ π

０ ＋ｃｏｓ ｘ
２π
π ＝ ２＋２ ＝ ４．

或 Ｓ ＝ ∫
２π

０
ｓｉｎ ｘ ｄｘ ＝ ∫

π

０
ｓｉｎ ｘｄｘ－ ∫

２π

π
ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ －ｃｏｓ ｘ π

０ ＋ｃｏｓ ｘ
２π
π ＝ ４．

方法 ２　 由图形的对称性可得

Ｓ ＝ ２ ∫
π

０
ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ －２ｃｏｓ ｘ π

０ ＝ ４．

　 　 【注】　 通过方法 １ 与方法 ２ 的对比，不难发现，利用图形的对称性可简化运算 ．

例 ２　 曲线 ｙ ＝槡ｘ，ｙ ＝ ０，ｘ ＝ ４ 所围成的平面图形的面积为 ．

解析：在同一坐标系内画出 ｙ ＝槡ｘ和 ｘ ＝ ４ 的图像，如图 ３－７，ｙ ＝槡ｘ与 ｙ ＝ ０ 的交点为

（０，０），ｙ ＝槡ｘ与 ｘ ＝ ４ 的交点为（４，２），ｙ ＝ ０ 与 ｘ ＝ ４ 的交点为（４，０）．

图 ３－７

方法 １　 选择积分变量为 ｘ，则 Ｓ ＝ ∫
４

０
槡ｘ ｄｘ ＝

２
３
ｘ
３
２

４

０

＝
１６
３
．

方法 ２　 选择积分变量为 ｙ，则 Ｓ ＝ ∫
２

０
（４－ｙ２）ｄｙ ＝ ４ｙ－

１
３
ｙ３oC

２

０

＝ ８－
８
３
＝
１６
３
．
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Copy

１． 求由 ｙ ＝ －ｘ２ －１，ｘ ＝ １，ｘ 轴和 ｙ 轴围成平面图形的面积 ．

答案：
４
３
．

解析：因为 ｙ ＝ －ｘ２ －１＜０，所以 Ｓ ＝ － ∫
１

０
（－ｘ２ －１）ｄｘ ＝ ∫

１

０
（ｘ２ ＋１）ｄｘ ＝

ｘ３

３
＋ｘC o

１

０

＝
４
３
．

２． 求由 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 与直线 ｙ ＝ ０，ｘ ＝
１
ｅ
，ｘ ＝ ｅ 所围平面图形的面积 ．

答案：２－
２
ｅ
．

解析：Ｓ ＝ ∫
ｅ

１
ｅ

｜ ｌｎ ｘ ｜ ｄｘ ＝ － ∫
１

１
ｅ

ｌｎ ｘｄｘ＋ ∫
ｅ

１
ｌｎ ｘｄｘ

＝（－ｘｌｎ ｘ　）
１

１
ｅ

＋ ∫
１

１
ｅ

ｘｄ（ｌｎ ｘ）＋（ｘｌｎ ｘ　） ｅ

１
－ ∫

ｅ

１
ｘｄ（ｌｎ ｘ）

＝ －
１
ｅ
＋ ∫

１

１
ｅ

１ｄｘ＋ｅ－ ∫
ｅ

１
１ｄｘ ＝ ２－

２
ｅ
．

题型二　 计算由 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｙ ＝ｇ（ｘ），ｘ＝ａ，ｘ＝ｂ（ａ＜ｂ）围成平面图形的面积

计算公式：由 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｙ ＝ ｇ（ｘ），ｘ ＝ ａ，ｘ ＝ ｂ（ａ＜ｂ）围成平面图形的面积公式为

Ｓ ＝ ∫
ｂ

ａ
ｇ（ｘ）－ ｆ（ｘ） ｄｘ ．

特别地：（１）若 ｇ（ｘ）≥ｆ（ｘ）（如图 ３－８），则面积公式可化为

Ｓ ＝ ∫
ｂ

ａ
［ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ；

（２）若 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）大小不定（如图 ３－９），则面积公式可化为

Ｓ ＝ ∫
ｃ

ａ
［ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）］ｄｘ＋ ∫

ｂ

ｃ
［ｇ（ｘ）－ｆ（ｘ）］ｄｘ．

图 ３－８

　 　 　 　
图 ３－９

例 １　 求由曲线 ｙ ＝ ｅ ｘ，ｙ ＝ ｅ－ｘ，ｘ ＝ １ 围成区域的面积 ．
解析：围成的平面图形如图 ３－１０ 中阴影部分所示，选择积分变量为 ｘ，且 ０≤ｘ≤１，

故其面积为

Ｓ ＝ ∫
１

０
（ｅ ｘ－ｅ－ｘ）ｄｘ ＝（ｅ ｘ＋ｅ－ｘ） １

０ ＝ ｅ＋
１
ｅ
－２．

８４１



第三章 　 一元函数积分学


图 ３－１０

例 ２　 求由抛物线 ｙ ＝ ｘ２ 及其在点（１，１）处的法线围成的平面图形的面积 ．

解析：由 ｙ′＝ ２ｘ，得切线斜率为 ｙ′（１）＝ ２，法线斜率为－
１
２
，法线方程为

ｙ－１ ＝ －
１
２
（ｘ－１），即 ｙ ＝ －

１
２
ｘ＋
３
２
．

在同一坐标系内画出抛物线与法线的图像，则其所围图形如图 ３－１１ 中阴影部分

所示，联立
ｙ ＝ －

１
２
ｘ＋
３
２

ｙ ＝ ｘ２g ，可得交点为（１，１），－
３
２
，
９
４C o ，选择积分变量为 ｘ，则－ ３２ ≤ｘ≤

１，故所求面积为

Ｓ ＝ ∫
１

－
３
２

－
１
２
ｘ＋
３
２
－ｘ２C o ｄｘ ＝ － １４ ｘ２ ＋ ３２ ｘ－ １３ ｘ３C o

１

－
３
２

＝
１２５
４８
．

图 ３－１１

例 ３　 求曲线 ｙ ＝
１
２
ｘ２，ｙ ＝

１
１＋ｘ２

和直线 ｘ ＝ －槡３，ｘ ＝槡３围成平面图形的面积 ．

解析：在同一坐标系内画出曲线 ｙ ＝
１
２
ｘ２，ｙ ＝

１
１＋ｘ２

，直线 ｘ ＝ －槡３，ｘ ＝槡３，则所围平面

９４１
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图形如图 ３－１２ 中阴影部分所示，联立
ｙ ＝
１
２
ｘ２，

ｙ ＝
１
１＋ｘ２











得交点坐标为 －１，
１
２C o ，１，１２C o ．

由于图形关于 ｙ 轴对称，故所求面积为第一象限内图形面积的 ２ 倍 ．选择积分变量

为 ｘ，第一象限内 ０≤ｘ≤槡３，积分区域从 ｘ ＝ １ 处分为两个区域，于是

Ｓ ＝ ２ ∫
１

０

１
１＋ｘ２

－
ｘ２

２C o ｄｘ＋ ∫槡３１ ｘ２

２
－
１
１＋ｘ２C o ｄｘr i

＝ ２ ａｒｃｔａｎ ｘ－
ｘ３

６C o
１

０

＋
ｘ３

６
－ａｒｃｔａｎ ｘC o 槡３

１
r i

＝
１
３
（π＋３槡３ －２）．

图 ３－１２

Copy

１． 求由 ｙ ＝ ｘ２ ＋１，ｙ ＝ ５ 围成的平面图形的面积 ．

答案：
３２
３
．

解析：Ｓ ＝ ２∫
２

０
［５－（ｘ２ ＋１）］ｄｘ ＝ ２ ４ｘ－

１
３
ｘ３C o

２

０

＝
３２
３
．

２． 计算由曲线 ｙ ＝ ２ ｘ 和直线 ｘ＋２ｙ ＝ ２，ｘ ＝ ２ 所围成的平面图形的面积 ．

答案：
３
ｌｎ ２
－１．

解析：画图求出交点坐标：（０，１），（２，０），（２，４）．选择 ｘ 为积分变量，则

Ｓ ＝ ∫
２

０
２ ｘ－ １－

ｘ
２C or i ｄｘ ＝ ２ ｘ

ｌｎ ２
－ｘ＋
ｘ２

４C o
２

０

＝
３
ｌｎ ２
－１．

题型三　 计算由 ｘ ＝φ（ｙ），ｙ ＝ ｃ，ｙ ＝ ｄ（ｃ＜ｄ），ｙ 轴围成平面图形的面积

计算公式：由曲线 ｘ ＝ φ（ｙ），ｙ ＝ ｃ，ｙ ＝ ｄ（ｃ＜ｄ），ｙ 轴围成平面图形的面积公式为

Ｓ ＝ ∫
ｄ

ｃ
φ（ｙ） ｄｙ．

在具体计算时，也是先去掉绝对值，例如当 φ（ｙ）≥０ 时（如图 ３－１３），面积公式可

化为 Ｓ ＝ ∫
ｄ

ｃ
φ（ｙ）ｄｙ．当 φ（ｙ）≤０ 时，面积公式可化为：Ｓ ＝ － ∫

ｄ

ｃ
φ（ｙ）ｄｙ．

０５１
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例 　 求由 ｙ ＝ ｌｎ ｘ，ｙ ＝ １，ｘ 轴，ｙ 轴围成的平面图形的面积 ．
解析：在同一坐标系内画出 ｙ ＝ ｌｎ ｘ，ｙ ＝ １，则所围成图形如图 ３－１４ 中阴影部分所

示，选择积分变量为 ｙ，且 ０≤ｙ≤１，并将 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 化为 ｘ ＝ ｅ ｙ，故根据面积公式可得面积为

Ｓ ＝ ∫
１

０
ｅ ｙｄｙ ＝ ｅ ｙ １

０ ＝ ｅ－１．

图 ３－１３ 图 ３－１４

　 　 【注】　 若选择积分变量为 ｘ，则积分区域以 ｘ ＝ １ 处拆分成两个区域，即

Ｓ ＝ ∫
１

０
１ｄｘ＋ ∫

ｅ

１
（１－ｌｎ ｘ）ｄｘ ＝ ｅ－１，

计算量相对较大，所以在计算围成图形面积时，选择积分变量很重要 ．

Copy

１． 求 ｙ ＝ ｘ２ 与直线 ｙ ＝ １，ｙ ＝ ４ 所围成的平面图形的面积 ．

答案：
２８
３
．

解析：选择积分变量为 ｙ，由 ｙ ＝ ｘ２ｘ ＝ ±槡ｙ，又因为图形关于 ｙ 轴对称，所求面积是

第一象限（ｘ ＝槡ｙ）面积的 ２ 倍，即

Ｓ ＝ ２ ∫
４

１
槡ｙ ｄｙ ＝

４
３
ｙ
３
２

４

１

＝
２８
３
．

２． 求由曲线 ｙ ＝ ｅ ｘ，ｙ ＝ ｅ，ｘ ＝ ０ 围成区域的面积 ．
答案：１．
解析：方法 １　 选择积分变量为 ｙ，由 ｙ ＝ ｅ ｘｘ ＝ ｌｎ ｙ，且 １≤ｙ≤ｅ，故

Ｓ ＝ ∫
ｅ

１
ｌｎ ｙｄｙ ＝（ｙｌｎ ｙ－ｙ） ｅ

１ ＝ １．

方法 ２　 选择积分变量为 ｘ，交点为（０，１），（１，ｅ），知 ０≤ｘ≤１，故

Ｓ ＝ ∫
１

０
（ｅ－ｅ ｘ）ｄｘ ＝（ｅｘ－ｅ ｘ） １

０ ＝ １．

题型四　 计算由 ｘ＝φ（ｙ），ｘ＝ψ（ｙ），ｙ ＝ｃ，ｙ ＝ｄ（ｃ＜ｄ）围成平面图形的面积

计算公式：由 ｘ ＝ φ（ｙ），ｘ ＝ψ（ｙ），ｙ ＝ ｃ，ｙ ＝ ｄ（ｃ＜ｄ）围成平面图形的面积公式为

Ｓ ＝ ∫
ｄ

ｃ
｜ ψ（ｙ）－φ（ｙ）｜ ｄｙ．

特别地：（１）ψ（ｙ）≥φ（ｙ）时（如图 ３－１５），面积公式可化为

１５１
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Ｓ ＝ ∫
ｄ

ｃ
［ψ（ｙ）－φ（ｙ）］ｄｙ．

（２）若 ψ（ｙ），φ（ｙ）大小不定（如图 ３－１６），则面积公式可化为

Ｓ ＝ ∫
ａ

ｃ
［φ（ｙ）－ψ（ｙ）］ｄｙ＋ ∫

ｄ

ａ
［ψ（ｙ）－φ（ｙ）］ｄｙ．

图 ３－１５

例 １　 求由曲线 ｙ ＝ ｘ２，ｙ ＝ ４ｘ２，直线 ｙ ＝ １ 围成平面图形的面积 ．

图 ３－１６ 图 ３－１７

解析：在同一坐标系内画出 ｙ ＝ ４ｘ２，ｙ ＝ ｘ２ 和 ｙ ＝ １，则围成的平面图形如图 ３－１７ 中
阴影部分所示，由于平面图形关于 ｙ 轴对称，故所求面积为 ｙ 轴右侧阴影区域面积的
２ 倍 ．

选择积分变量为 ｙ，在第一象限内，由

　 图 ３－１８

ｙ ＝ ｘ２ ｘ ＝槡ｙ；ｙ ＝ ４ｘ
２ ｘ ＝

１
２ 槡
ｙ ．且 ０≤

ｙ≤１，故

Ｓ ＝ ２ ∫
１

０
槡ｙ －

１
２ 槡
ｙC o ｄｙ ＝ ２３ ｙ ３２

１

０

＝
２
３
．

例 ２　 求由抛物线 ｙ２ ＝ ２ｘ 与直线 ｙ ＝ ｘ－４
围成平面图形的面积 ．

解析：在同一坐标系内画出 ｙ２ ＝ ２ｘ，ｙ ＝ ｘ－

４，则所围成的平面图形如图 ３－１８ 中阴影部

分所示 ．联立
ｙ２ ＝ ２ｘ，
ｙ ＝ ｘ－４p 可得交点为 Ａ（８，４），

２５１
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Ｂ（２，－２）．选择积分变量为 ｙ，将 ｘ 视为 ｙ 的函数：ｘ ＝
ｙ２

２
与 ｘ ＝ ｙ＋４，则

Ｓ ＝ ∫
４

－２
（ｙ ＋ ４）－

１
２
ｙ２r i ｄｙ＝ １２ ｙ２＋４ｙ－ １６ ｙ３C o

４

－２

＝１８．

　 　 【注】　 本例中如果选择 ｘ 作为积分变量，则需过点 Ｂ（２，－２）作 ｘ 轴垂线，将图
形分割成两个部分来求面积，此时所求面积为

Ｓ ＝ ∫
２

０
［ ２槡 ｘ －（－ ２槡 ｘ）］ｄｘ＋ ∫

８

２
［ ２槡 ｘ －（ｘ－４）］ｄｘ，

计算起来较麻烦 ．可见，在求平面图形的面积时，选择恰当的积分变量可以起到简化
运算的作用 ．

Copy

１． 求 ｙ２ ＝ ｘ 与 ｘ－ｙ－２ ＝ ０ 围成平面图形的面积 ．

答案：
９
２
．

解析：联立
ｙ２ ＝ ｘ，
ｘ－ｙ－２ ＝ ０g 可得交点为（１，－１），（４，２），选择 ｙ 作为积分变量，－１≤ｙ≤２，

将 ｘ 视为 ｙ 的函数：右边界函数为 ｘ ＝ ｙ＋２，左边界函数为 ｘ ＝ ｙ２ ．所求的面积为

Ｓ ＝ ∫
２

－ １
（ｙ＋２－ｙ２）ｄｙ ＝

ｙ２

２
＋２ｙ－

ｙ３

３C o
２

－１

＝
９
２
．

２． 求由曲线 ｙ ＝ ｘ２，ｙ ＝ ９ｘ２，ｙ ＝ ９ 围成平面图形的面积 ．
答案：２４．
解析：由于平面图形关于 ｙ 轴对称，故所求面积为第一象限面积的 ２ 倍 ．选 ｙ

作为积分变量，在第一象限内，将 ｘ 视为 ｙ 的函数：ｘ ＝槡ｙ，ｘ ＝
１
３ 槡
ｙ ．所求面积为

Ｓ ＝ ２∫
９

０
槡ｙ －

１
３槡
ｙC o ｄｙ ＝ ８９ ｙ ３２

９

０

＝ ２４ ．

yr ight

１． 求 ｙ ＝ ｘ２ 在点（２，４）处的切线与 ｙ ＝ －ｘ２ ＋４ｘ＋１ 所围图形的面积 ．
解析：因 ｙ′＝ ２ｘ，故切线斜率为 ｋ ＝ ２ｘ ｘ ＝ ２ ＝ ４，切线方程为 ｙ－４ ＝ ４（ｘ－２），即 ｙ ＝ ４ｘ－

４，如图 ３－１９．

由
ｙ ＝ ４ｘ－４，

ｙ ＝ －ｘ２ ＋４ｘ＋１，g 可得
ｘ ＝ －槡５，

ｙ ＝ －４槡５ －４
g 或

ｘ ＝槡５，

ｙ ＝ ４槡５ －４，
g 故所求面积为

Ｓ ＝ ∫槡
５

－槡５
［（－ｘ２ ＋４ｘ＋１）－（４ｘ－４）］ｄｘ ＝ ２ ∫槡

５

０
（－ｘ２ ＋５）ｄｘ

＝ ２ －
１
３
ｘ３ ＋５ｘC o 槡５

０

＝
２０槡５
３
．

３５１
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２． 求由曲线 ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ 和直线 ｙ ＝ ２ｘ 及 ｘ ＝π 所围成图形的面积 ．
解析：在同一坐标系内画出 ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ，ｙ ＝ ２ｘ 与 ｘ ＝ π 的图像，则所围图形如图 ３－２０

阴影部分 ．

图 ３－１９

　 　 　 　
图 ３－２０

由
ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ，
ｙ ＝ ２ｘg 得交点（０，０），且 ｓｉｎ ｘ＜ｘ＜２ｘ，０≤ｘ≤π．故面积为

Ｓ ＝ ∫
π

０
（２ｘ－ｓｉｎ ｘ）ｄｘ ＝（ｘ２ ＋ｃｏｓ ｘ） π

０ ＝π
２ －２．

３． 在抛物线 ｙ ＝ ｘ２（０≤ｘ≤１）上找一点 Ｐ，使过点 Ｐ 的水平直线与抛物线以及直线
ｘ ＝ ０，ｘ ＝ １ 所围成的图形面积最小 ．

解析：如图 ３－２１ 设 Ｐ 点坐标为（ｔ，ｔ２），则所围的两部分图形面积之和为

Ｓ ＝ ∫
ｔ

０
（ｔ２ －ｘ２）ｄｘ＋ ∫

１

ｔ
（ｘ２ －ｔ２）ｄｘ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

＝ ｔ２ｘ－
ｘ３

３C o
ｔ

０

＋
ｘ３

３
－ｔ２ｘC o

１

ｔ

＝
４
３
ｔ３ －ｔ２ ＋

１
３
（０≤ｔ≤１）．

Ｓ′（ｔ）＝
４
３
ｔ３ －ｔ２ ＋

１
３C o′＝ ４ｔ２ －２ｔ，令 Ｓ′（ｔ）＝ ０，得驻点 ｔ ＝ １２ 或 ｔ ＝ ０．

又因为 Ｓ（０）＝
１
３
，Ｓ
１
２C o ＝ １４ ，Ｓ（１）＝ ２３ ，比较这三点处的面积大小可知，当 ｔ ＝ １２

时，所围面积最小，故 Ｐ
１
２
，
１
４C o 即为所求的点 ．

图 ３－２１

４５１
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Co pyri

１． 设由曲线 ｙ ＝ ｘ２ 与 ｘ 轴，直线 ｘ ＝ ａ（ａ＞０）围成图形的面积为 ９，求 ａ 的值 ．
答案：ａ ＝ ３．

解析：由 ９ ＝ ∫
ａ

０
ｘ２ ｄｘ ＝

ｘ３

３

ａ

０

＝
ａ３

３
，可得 ａ ＝ ３．

２． 求由曲线 ｙ ＝ ｘ２ 和直线 ｙ ＝ ｘ，ｙ ＝ ２ｘ 围成平面图形的面积 ．

答案：
７
６
．

解析：由 ｙ ＝ ｘ２ 与 ｙ ＝ ｘ 交于（１，１）点可知，需从 ｘ ＝ １ 处拆分成两个区域，所求面积

是两个区域面积的和，即

Ｓ ＝ ∫
１

０
（２ｘ－ｘ）ｄｘ＋ ∫

２

１
（２ｘ－ｘ２）ｄｘ ＝

ｘ２

２

１

０

＋ ｘ２ －
ｘ３

３C o
２

１

＝
７
６
．

３． 求由 ｙ ＝
１
２
ｘ 与 ｘ ＝ ３－ｙ２ 围成平面图形的面积 ．

答案：
３２
３
．

解析：联立
ｙ ＝
１
２
ｘ，

ｘ ＝ ３－ｙ２g 求出交点坐标为：（２，１），（－６，－３），选择 ｙ 为积分变量，故所求

面积为

Ｓ ＝ ∫
１

－ ３
（３－ｙ２ －２ｙ）ｄｙ ＝ ３ｙ－

ｙ３

３
－ｙ２C o

１

－３

＝
３２
３
．

Copyright(tc

)o  20-

会求平面图形绕坐标轴旋转所生成的旋转体的体积 ．

Bo ejng

题型　 用积分计算旋转体的体积

１． 计算公式

（１）由 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｘ ＝ ａ，ｘ ＝ ｂ（ａ＜ｂ），ｘ 轴围成的图形绕 ｘ 轴旋转一周形成的旋转体

５５１
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（如图 ３－２２）的体积公式为 Ｖｘ ＝π ∫
ｂ

ａ
ｙ２ ｄｘ ＝π ∫

ｂ

ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ（记为公式①）．

（２）由 ｘ ＝ φ（ｙ），ｙ ＝ ｃ，ｙ ＝ ｄ（ｃ＜ｄ），ｙ 轴围成的图形绕 ｙ 轴旋转一周形成的旋转体

（如图 ３－２３）的体积公式为 Ｖｙ ＝π ∫
ｄ

ｃ
ｘ２ ｄｙ ＝π ∫

ｄ

ｃ
φ２（ｙ）ｄｙ（记为公式②）．

图 ３－２２

　 　
图 ３－２３

（３）由 ｙ ＝ ｆ（ｘ），ｙ ＝ ｇ（ｘ），ｘ ＝ ａ，ｘ ＝ ｂ（ａ＜ｂ，ｆ（ｘ）≤ｇ（ｘ））围成的图形（如图 ３－２４）绕

ｘ 轴旋转一周形成的旋转体的体积公式为 Ｖｘ ＝π ∫
ｂ

ａ
［ｇ２（ｘ）－ｆ ２（ｘ）］ｄｘ（记为公式③）．

（４）由 ｘ ＝ φ（ｙ），ｘ ＝ψ（ｙ），ｙ ＝ ｃ，ｙ ＝ ｄ（ｃ＜ｄ，ψ（ｙ）≤φ（ｙ））围成的图形（如图 ３－２５）

绕 ｙ 轴旋转一周形成的旋转体的体积为 Ｖｙ ＝π ∫
ｄ

ｃ
［φ２（ｙ）－ψ２（ｙ）］ｄｙ（记为公式④）．

图 ３－２４

　 　 　 　
图 ３－２５

２． 计算旋转体体积的步骤
第 １ 步 画出平面图形，求出必要的交点坐标；
第 ２ 步 选择积分变量，并确定积分区间；
第 ３ 步 写出体积的定积分表达式，计算定积分 ．

例 １　 求由 ｙ ＝ ｃｏｓ ｘ －
π
２
≤ｘ≤

π
２C o ，ｙ ＝ ０ 围成的图形绕 ｘ 轴旋转形成的旋转体的

体积 ．

解析：ｙ ＝ ｃｏｓ ｘ －
π
２
≤ｘ≤

π
２C o 与 ｙ ＝ ０ 所围成的平面图形如图 ３－２６，根据公式①，结

合对称性可得
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Ｖ ＝ ２π∫
π
２

０
（ｃｏｓ ｘ）２ ｄｘ ＝ ２π∫

π
２

０

１ ＋ ｃｏｓ ２ｘ
２

ｄｘ ＝ π ｘ ＋
１
２
ｓｉｎ ２ｘC o

π
２

０

＝ π
２

２
．

图 ３－２６

例 ２　 求由曲线 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 与直线 ｙ ＝ １ 及 ｘ 轴，ｙ 轴围成图形绕 ｙ 轴旋转一周形成的
旋转体的体积 ．

解析：所围平面图形如图 ３－２７ 中阴影部分所示，选择积分变量为 ｙ，且 ０≤ｙ≤１，由
ｙ ＝ ｌｎ ｘ 可得 ｘ ＝ ｅ ｙ ．根据公式②可得所求的体积为

图 ３－２７

Ｖ ＝π ∫
１

０
（ｅ ｙ）２ ｄｙ ＝π ∫

１

０
ｅ２ｙｄｙ ＝

π
２
ｅ２ｙ

１

０

＝ π
２
（ｅ２ －１）．

　 　 【注】　 在利用公式②计算体积时，要把曲线方程化为以 ｙ 为自变量，以 ｘ 为因变
量（即 ｘ ＝ φ（ｙ））的显函数的形式 ．

例 ３　 求由 ｙ ＝ ｘ２，ｙ ＝ ０，ｘ ＝ ２ 围成图形分别绕 ｘ 轴、ｙ 轴旋转形成的旋转体的体积 ．
解析：平面图形如图 ３－２８ 阴影部分所示，其中 ０≤ｘ≤２．根据公式①可得，绕 ｘ 轴旋

转所得旋转体的体积为

Ｖｘ ＝π ∫
２

０
（ｘ２）２ ｄｘ ＝

π
５
ｘ５

２

０

＝
３２π
５
．

平面图形绕 ｙ 轴旋转形成的旋转体的体积有两种解法 ．

方法 １　 选择积分变量为 ｙ，且 ０≤ｙ≤４，由 ｙ ＝ ｘ２ 可得 ｘ ＝槡ｙ，根据公式④可得，平面
图形绕 ｙ 轴旋转形成的旋转体的体积为
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图 ３－２８

Ｖｙ ＝π ∫
４

０
［２２ －（槡ｙ）

２
］ｄｙ ＝π ４ｙ－

ｙ２

２C o
４

０

＝ ８π．

方法 ２　 选择积分变量为 ｘ，且 ０≤ｘ≤２．利用公式：Ｖｙ ＝ ２π ∫
ｂ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｄｘ，可得

Ｖｙ ＝ ２π ∫
２

０
ｘ·ｘ２ ｄｘ ＝

１
２
πｘ４ ２

０ ＝ ８π．

　 　 【注】　 本题中方法 ２ 显然更简单 ．一般地，由曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ）≥０，直线 ｘ ＝ ａ，ｘ ＝ ｂ
（ａ＜ｂ）及 ｘ 轴围成的曲边梯形（本题中的曲边三角形可视为上底为 ０ 的曲边梯形），

绕 ｙ 轴旋转所得的旋转体的体积为 Ｖｙ ＝ ２π ∫
ｂ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｄｘ．

例 ４　 设 Ｄ 是由直线 ｘ＋ｙ ＝ ４ 与曲线 ｘｙ ＝ ３ 所围成的图形，求（１）Ｄ 的面积 Ｓ；（２）Ｄ
绕 ｘ 轴旋转一周所得旋转体的体积 Ｖ．

图 ３－２９

解析：（１）所围成的平面图形如图 ３－２９ 所示，选
积分变量为 ｘ，将 ｘ＋ｙ ＝ ４ 和 ｘｙ ＝ ３ 分别化为显函数的

形式为：ｙ ＝ ４－ｘ 和 ｙ ＝
３
ｘ
，联立方程可求得直线与曲线

的交点为（１，３），（３，１），故

Ｓ ＝ ∫
３

１
（４－ｘ）－

３
ｘr i ｄｘ ＝ ４ｘ－ ｘ

２

２
－３ｌｎ ｘC o

３

１

＝ ４－３ｌｎ ３．

（２）所求旋转体的体积等于由 ｘ＋ｙ ＝ ４，ｘ ＝ １，ｘ ＝ ３
和 ｘ 轴围成的图形绕 ｘ 轴旋转所得旋转体的体积，减
去由 ｘｙ ＝ ３，ｘ ＝ １，ｘ ＝ ３ 和 ｘ 轴围成的图形绕 ｘ 轴旋转
所得旋转体的体积，故

Ｖ ＝π ∫
３

１
（４－ｘ）２ ｄｘ－π ∫

３

１

３
ｘC o

２

ｄｘ ＝π
（ｘ－４）３

３r i
３

１

＋
９π
ｘ

３

１

＝
８
３
π．

或直接利用公式③：Ｖ ＝π ∫
３

１
（４－ｘ）２ －

３
ｘC o

２

r i ｄｘ ＝π （ｘ－４）
３

３
＋
９
ｘr i

３

１

＝
８
３
π．
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Copy

１． 求由 ｙ ＝ ｘ２，ｙ ＝ １，ｘ ＝ ０ 围成图形绕 ｙ 轴旋转形成的旋转体的体积 ．

答案：
π
２
．

解析：由 ｙ ＝ ｘ２ｘ ＝槡ｙ，且 ０≤ｙ≤１，根据公式②可得

Ｖ ＝π ∫
１

０
（槡ｙ）

２
ｄｙ ＝

π
２
ｙ２

１

０

＝ π
２
．

２． 求由 ｙ ＝ ｘ３，ｙ ＝ ０，ｘ ＝ ２ 围成图形分别绕 ｘ 轴和 ｙ 轴旋转形成的旋转体的体积 ．

答案：
１２８π
７
，
６４π
５
．

解析：根据公式①可得，绕 ｘ 轴旋转形成的旋转体的体积为

Ｖｘ ＝π ∫
２

０
（ｘ３）２ ｄｘ ＝

π
７
ｘ７

２

０

＝
１２８π
７
．

方法 １　 选择积分变量为 ｙ，根据公式④可得，绕 ｙ 轴旋转形成的旋转体的体积为

Ｖｙ ＝π ∫
８

０
２２ － ｙ

１
３C o ２r i ｄｙ ＝ ３２π－

３π
５
ｙ
５
３

８

０

＝
６４π
５
．

方法 ２　 选择积分变量为 ｘ，则

Ｖｙ ＝ ２π ∫
２

０
ｘ·ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２π ∫

２

０
ｘ·ｘ３ ｄｘ ＝

２π
５
ｘ５

２

０

＝
６４π
５
．

yr ight

１． 用定积分求由 ｙ ＝ ｘ２ ＋１，ｙ ＝ ０，ｘ ＝ １，ｘ ＝ ０ 所围成的图形绕 ｘ 轴旋转一周所得旋转
体的体积 ．

解析：根据公式①可得旋转体的体积为

Ｖ ＝π ∫
１

０
（ｘ２ ＋１）２ ｄｘ ＝π ∫

１

０
（ｘ４ ＋２ｘ２ ＋１）ｄｘ

＝π
１
５
ｘ５ ＋
２
３
ｘ３ ＋ｘC o

１

０

＝
２８
１５
π．

２． 求由直线 ｘ＋ｙ ＝ ２，曲线 ｙ ＝槡ｘ与 ｙ 轴所围成图形绕 ｘ 轴旋转一周所得的旋转体的
体积 ．

解析：联立
ｘ＋ｙ ＝ ２，

ｙ ＝槡ｘg 可得交点为（１，１），利用公式③，得旋转体的体积为

Ｖ ＝π ∫
１

０
［（２－ｘ）２ －（槡ｘ）

２
］ｄｘ ＝π ∫

１

０
（ｘ２ －５ｘ＋４）ｄｘ

＝π
１
３
ｘ３ －
５
２
ｘ２ ＋４ｘC o

１

０

＝
１１
６
π．
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Co pyri

１． 过曲线 ｙ ＝ ｘ２（ｘ＞０）上一点 Ｍ（１，１）作切线 ｌ，平面图形 Ｄ 是由曲线 ｙ ＝ ｘ２，切线 ｌ
及 ｘ 轴围成，（１）求平面图形 Ｄ 的面积；（２）Ｄ 绕 ｘ 轴旋转一周形成的旋转体的体积 ．

答案：（１）
１
１２
；（２）

π
３０
．

解析：（１）切线 ｌ 的方程为 ｙ ＝ ２ｘ－１．由图形看出，选择积分变量为 ｙ 计算简单，故平
面图形 Ｄ 的面积为

Ｓ ＝ ∫
１

０

ｙ＋１
２
－槡ｙC o ｄｙ ＝ ｙ

２

４
＋
ｙ
２
－
２
３
ｙ
３
２C o

１

０

＝
１
１２
．

（２）切线 ｙ ＝ ２ｘ－１ 与 ｘ 轴的交点横坐标为
１
２
，所求的体积是由抛物线 ｙ ＝ ｘ２（ｘ＞０），

直线 ｘ ＝ １ 及 ｘ 轴围成图形绕 ｘ 轴旋转形成的旋转体的体积，减去由切线 ｙ ＝ ２ｘ－１ 直线
ｘ ＝ １ 及 ｘ 轴围成图形绕 ｘ 轴旋转形成的锥体体积 ．故

Ｖ ＝π ∫
１

０
（ｘ２）２ ｄｘ－

１
３
π×１２ ×

１
２
＝ π
３０
．

２． 求由直线 ｘ＋ｙ ＝ ２ 与直线 ｘ ＝ １，ｘ 轴围成图形绕 ｙ 轴旋转一周形成的旋转体的
体积 ．

答案：
４π
３
．

解析：方法 １　 选择 ｙ 作为积分变量，且 ０≤ｙ≤１，函数为 ｘ ＝ ２－ｙ，ｘ ＝ １，利用公式④
得，所求体积为

Ｖ ＝π ∫
１

０
［（２－ｙ）２ －１２］ｄｙ ＝

４
３
π．

方法 ２　 选择 ｘ 作为积分变量，且 １≤ｘ≤２，ｙ ＝ ２－ｘ，代入 Ｖｙ ＝ ２π ∫
ｂ

ａ
ｘｆ（ｘ）ｄｘ 中，则

Ｖ ＝ ２π ∫
２

１
ｘ（２－ｘ）ｄｘ ＝ ２π ｘ２ －

１
３
ｘ３C o

２

１

＝
４
３
π．

３． 求由曲线 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 及过曲线上的点（ｅ，１）的切线和 ｘ 轴围成的图形绕 ｘ 轴旋转形
成的旋转体的体积 ．

答案：２－
２ｅ
３C o π．

解析：曲线 ｙ ＝ ｌｎ ｘ 在点（ｅ，１）的切线方程为 ｙ ＝
１
ｅ
ｘ，故

Ｖ ＝π ∫
ｅ

０

１
ｅ
ｘC o

２

ｄｘ－π ∫
ｅ

１
（ｌｎ ｘ）２ ｄｘ　 　 　 　 　 　 　

＝π
ｘ３

３ｅ２C o
ｅ

０

－π（ｘ ｌｎ２ｘ－２ｘｌｎ ｘ＋２ｘ） ｅ
１ ＝ ２－

２ｅ
３C o π．

４． 设 Ｄ 是由 ｙ ＝ ｌｎ ｘ，ｘ ＝ ｅ 与 ｘ 轴围成的图形 ．求 Ｄ 的面积和 Ｄ 绕 ｙ 轴旋转形成的旋
转体的体积 ．
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答案：１，
ｅ２ ＋１
２
π．

解析：Ｓ ＝ ∫
ｅ

１
ｌｎ ｘｄｘ ＝（ｘｌｎ ｘ） ｅ

１ － ∫
ｅ

１
ｘ·
１
ｘ
ｄｘ ＝ １．

选择 ｙ 作为积分变量，且 ０≤ｙ≤１，函数为 ｘ ＝ ｅ ｙ，ｘ ＝ ｅ，利用公式④得：

Ｖ ＝π ∫
１

０
［ｅ２ －（ｅ ｙ）２］ｄｙ ＝

ｅ２ ＋１
２
π．

Copyr i g h

t( c) 2

１． 了解无穷区间广义积分的概念 ．
２． 掌握无穷区间广义积分的计算方法 ．

0( -Bei

题型　 求解广义积分问题

无穷区间广义积分的计算，类似定积分，多了一步求极限的过程 ．如果 Ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）
的原函数，则有

∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞
Ｆ（ｂ）－Ｆ（ａ），

∫
ｂ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ａ→－∞∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ（ｂ）－ ｌｉｍ

ａ→－∞
Ｆ（ａ），

或

∫
＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ（ｘ）

＋∞

ａ
＝Ｆ（＋∞）－Ｆ（ａ），

∫
ｂ

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝Ｆ（ｘ）

ｂ

－∞
＝Ｆ（ｂ）－Ｆ（－∞）．

例 １　 计算 ∫
＋∞

０
ｅ－ｘｄｘ．

解析：∫
＋∞

０
ｅ－ｘｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

０
ｅ－ｘｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞
（－ｅ－ｘ ｂ

０）＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞
（１－ｅ－ｂ）＝ １．

例 ２　 计算 ∫
＋∞

－∞

１
１＋ｘ２

ｄｘ．

解析：∫
＋∞

－∞

１
１＋ｘ２

ｄｘ ＝ ∫
０

－∞

１
１＋ｘ２

ｄｘ＋ ∫
＋∞

０

１
１＋ｘ２

ｄｘ ＝ ｌｉｍ
ａ→－∞∫

０

ａ

１
１＋ｘ２

ｄｘ＋ ｌｉｍ
ｂ→＋∞∫

ｂ

０

１
１＋ｘ２

ｄｘ

＝ ｌｉｍ
ａ→－∞
（－ａｒｃｔａｎ ａ）＋ ｌｉｍ

ｂ→＋∞
（ａｒｃｔａｎ ｂ）＝ － －

π
２C o ＋ π２ ＝π．
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例 ３　 讨论广义积分 ∫
＋∞

１

１
ｘｐ
ｄｘ 的敛散性 ．

解析：当 ｐ ＝ １ 时，∫
＋∞

１

１
ｘｐ
ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

１

１
ｘ
ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞
（ｌｎ ｘ ｂ

１）＝ ＋∞，

当 ｐ≠１ 时，∫
＋∞

１

１
ｘｐ
ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

１

１
ｘｐ
ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞

ｘ１－ｐ

１－ｐ

ｂ

１

＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

ｂ１－ｐ－１
１－ｐ

＝
＋∞， ｐ＜１，
１
ｐ－１
， ｐ＞１．g

综上所述，∫
＋∞

１

１
ｘｐ
ｄｘ 当 ｐ≤１ 时发散，当 ｐ＞１ 时收敛，收敛到

１
ｐ－１
．

例 ４　 计算 ∫
０

－∞
ｘｅ－ｘ２ ｄｘ，

解析：∫
０

－∞
ｘｅ－ｘ２ ｄｘ ＝ ∫

０

－∞
－
１
２
ｅ－ｘ２ ｄ（－ｘ２）＝ －

１
２
ｅ－ｘ２C o

０

－∞

＝ －
１
２
（１－０）＝ －

１
２
．

例 ５　 计算 ∫
＋∞

２

ｄｘ

ｘ ｘ－槡 １
．

解析：令 ｘ－槡 １ ＝ ｔ，由 ｘ：２→＋∞，则 ｔ：１→＋∞，于是

∫
＋∞

２

ｄｘ

ｘ ｘ－槡 １
＝ ∫

＋∞

１

２ｔｄｔ
（ｔ２ ＋１）·ｔ

＝ ２ａｒｃｔａｎ ｔ ＋∞１ ＝ ２
π
２
－ π
４C o ＝ π２ ．

Copy

１． ∫
＋∞

２

ｄｘ
ｘ ｌｎ２ｘ

＝（　 　 ）．

Ａ．
１
ｌｎ ２
　 　 Ｂ． ｌｎ ２　 　 Ｃ． ２　 　 Ｄ． ＋∞

答案：Ａ．

解析：∫
＋∞

２

ｄｘ
ｘ ｌｎ２ｘ

＝ ∫
＋∞

２

ｄ（ｌｎ ｘ）
ｌｎ２ｘ

＝ －
１
ｌｎ ｘ

＋∞

２

＝
１
ｌｎ ２
．

２． 设函数 ∫
＋∞

１
ｘ２ｐ－２ ｄｘ 收敛，则 ｐ 应满足 ．

答案：ｐ＜
１
２
．

解析：当 ２ｐ－２＜－１ 时收敛，解得 ｐ＜
１
２
．

３． 计算 ∫
＋∞

－∞

ｄｘ
ｘ２ ＋２ｘ＋２

．

答案：π．

解析：∫
＋∞

－∞

ｄｘ
ｘ２ ＋２ｘ＋２

＝ ∫
＋∞

－∞

ｄ（ｘ＋１）
（ｘ＋１）２ ＋１

＝ ａｒｃｔａｎ（ｘ＋１）
＋∞

－∞
＝ π
２
－ － π

２C o ＝π．

２６１



第三章 　 一元函数积分学
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Co pyri

１． 下列广义积分中发散的是（　 　 ）．

Ａ． ∫
＋∞

ｅ

ｄｘ
ｘｌｎ ｘ

Ｂ． ∫
０

－∞
ｅ ｘｄｘ　 Ｃ． ∫

＋∞

１

ｄｘ

ｘ３槡ｘ
　 Ｄ． ∫

＋∞

２

ｄｘ
ｘ ｌｎ２ｘ

答案：Ａ．

解析：对于选项 Ａ，∫
＋∞

ｅ

ｄｘ
ｘｌｎ ｘ

＝ ∫
＋∞

ｅ

ｄ（ｌｎ ｘ）
ｌｎ ｘ

＝［ｌｎ（ｌｎ ｘ）］
＋∞

ｅ
＝ ＋∞，发散；对于选项

Ｂ，∫
０

－∞
ｅ ｘｄｘ ＝ ｅ ｘ ０

－∞ ＝ １，收敛；对于选项 Ｃ，∫
＋∞

１

ｄｘ

ｘ３槡ｘ
＝
－２
５
ｘ－

５
２

＋∞

１
＝
２
５
，收敛；对于选项

Ｄ，∫
＋∞

２

ｄｘ
ｘｌｎ２ｘ

＝ ∫
＋∞

２

ｄ（ｌｎ ｘ）
ｌｎ２ｘ

＝ －
１
ｌｎ ｘ

＋∞

２
＝ ０＋

１
ｌｎ ２
＝
１
ｌｎ ２
，收敛，故选 Ａ．

２． 计算极限 ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

０
（１ ＋ ｔ２）ｅ ｔ２ － ｘ２ ｄｔ

ｘ
．

答案：
１
２
．

解析：ｌｉｍ
ｘ→＋∞

∫
ｘ

０
（１ ＋ ｔ２）ｅ ｔ２ － ｘ２ ｄｔ

ｘ
＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

［∫
ｘ

０
（１ ＋ ｔ２）ｅ ｔ２ ｄｔ］′

（ｘｅ ｘ２）′
＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

（１＋ｘ２）ｅ ｘ２

ｅ ｘ２ ＋２ｘ２ ｅ ｘ２

＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

１＋ｘ２

１＋２ｘ２
＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

２ｘ
４ｘ
＝
１
２
．

go ht(c

１． 计算 ∫
＋∞

０
ｅ－ｘ２ ｄｘ．

答案：槡
π
２
．

解析：此无穷区间上的积分可转化成二重积分计算，

∫
＋∞

０
ｅ－ｘ２ ｄｘC o

２

＝ ∫
＋∞

０
ｅ－ｘ２ ｄｘ ∫

＋∞

０
ｅ－ｙ２ ｄｙ ＝ 

Ｄ 　

ｅ－（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ，其中 Ｄ ＝｛（ｘ，ｙ） ｘ＞０，ｙ＞０｝．


Ｄ 　

ｅ－（ｘ２＋ｙ２）ｄｘｄｙ ＝ ∫
π
２

０
ｄθ ∫

＋∞

０
ｅ－ ｒ２ ｒｄｒ ＝

π
４
，于是 ∫

＋∞

０
ｅ－ｘ２ ｄｘ ＝槡

π
２
．

２． 计算 ∫
＋∞

１

ｌｎ ｘ
ｘ２
ｄｘ．

答案：１．

解析：∫
＋∞

１

ｌｎ ｘ
ｘ２
ｄｘ ＝ ∫

＋∞

１
ｌｎ ｘｄ －

１
ｘC o ＝ － １ｘ ｌｎ ｘC o ＋∞

１
＋ ∫

＋∞

１

１
ｘ
ｄ（ｌｎ ｘ）
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高等数学


＝ ｌｉｍ
ｘ→＋∞

ｌｎ ｘ
ｘ
＋ ∫

＋∞

１

１
ｘ２
ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｘ→＋∞

（ｌｎ ｘ）′
（ｘ）′

－
１
ｘ

＋∞

１
＝ ０－（－１）＝ １．

３． 求曲线 ｙ ＝ ｅ－ｘ与直线 ｙ ＝ ０ 之间位于第一象限内的平面图形的面积 Ｓ 及此平面图
形绕 ｘ 轴旋转而得的旋转体的体积 Ｖ．

答案：
π
２
．

解析：根据题意，Ｓ ＝ ∫
＋∞

０
ｅ－ｘｄｘ ＝ －ｅ－ｘ ＋∞

０ ＝ １；Ｖ ＝π ∫
＋∞

０
（ｅ－ｘ）２ ｄｘ ＝ －

１
２
πｅ－２ｘ

＋∞

０
＝ π
２
．
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