
第三章　经典计量模型:
线性回归模型的最小二乘估计

学习目标

１．理解回归分析的相关概念和最小二乘法的原理及经典假定.

２．掌握最小二乘法的参数估计量及其性质的推导.

３．能够利用样本数据建立一元和多元线性回归模型,并进行参数估计.

一元线性回归模型是研究一个变量对另一个变量的影响,也称双变量线性回归模型,
是最简单的计量经济模型(简称计量模型),也是多元线性回归的基础.本章将介绍回归

分析的相关概念和计量经济模型建立,最小二乘估计方法的基本原理及模型经典假定,一
元和多元线性回归模型的参数估计、估计量的性质等内容.

第一节　一元线性回归模型的构建与经典假定

一、一元线性回归模型的相关概念

(一) 回归的起源和现代含义

回归一词最早来自生物学,是１８７７年英国生物学家、统计学家高尔顿(FGalton)和
他的学生皮尔逊(KPearson),研究父代和子代之间的遗传特征时引入的.在研究过程

中发现,子代的身高与父代有密切联系,但当父代的身高特征偏离平均值时,子代的身高

特征有可能比父代偏离得更远,也可能没有父代偏离得远,而是接近于平均身高.研究发

现,后一种情况发生的概率更大,即身高回归到中等,基于此高尔顿提出了普遍回归定律.
现代回归分析,是研究解释变量与被解释变量之间的因果关系,通过解释变量的已知值或

给定值,获得被解释变量的期望值或均值,这是回归的现代含义.
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(二) 一元线性回归模型的形式

建立如下一元线性回归模型

yi＝β０＋β１xi＋εi,　i＝１,２,,N (３１１)

其中,yi 为被解释变量,也称相依变量、因变量、回归元等;xi 为解释变量,也称独立变量、
自变量、回归因子等;εi 为随机误差项,也称随机扰动项、干扰项、误差项等;β０、β１ 都为待

估参数,β０ 称为截距系数,β１ 称为斜率系数;i表示第i个观测值;n 表示观测值的个数.
若模型中xi 为确定性变量,那么β０＋β１xi 是模型中的确定性部分,εi 是随机部分,因此

也将yi 视为随机变量.
在一元线性回归模型中,“一元”是指含有一个解释变量,(３１１)式又称双变量回归

模型;“线性”是指被解释变量与解释变量及参数都是线性关系;“模型”是指满足某假定条

件的方程或方程组.
一般地,线性包括两种含义:一是变量线性,指y 的均值E(yi)是x 的线性函数;

二是参数线性,指y 的均值E(yi)是参数β１ 的线性函数.当解释变量x 非线性时,通过

直接置换就可以将模型化为线性模型,比较容易处理.因此,在计量经济学中主要考虑参

数线性,即yi 的均值E(yi)是参数的线性函数,至于y 的均值是否为变量x 的线性函

数,不影响参数估计.

二、一元线性回归模型的经典假定

在利用最小二乘法进行回归时,为保证参数估计量具有良好的性质,需要设定随机误

差项和解释变量满足若干假定条件.
(一) 关于随机误差项的假定

假定１:零均值

随机误差项εi 具有零均值,E(εi)＝０,i＝１,２,,N.这是因为在模型设定正确的

情况下,随机误差项中包含对被解释变量有影响,但仅为微弱影响的不显著的因素,因此

随机误差项的均值等于０是合理的.否则,说明随机误差项中包含对被解释变量有系统

性影响的因素,此时模型可能存在遗漏解释变量或函数形式设定误差等问题.
假定２:同方差

随机误差项εi 具有同方差,Var(εi)＝σ２,i＝１,２,,N.这是指随机误差项的方差

为常数,也可以写成等价式E(ε２
i)＝σ２.在后面的研究中,将放松这一假定,即讨论随机

误差项在异方差情况下模型的估计方法.
假定３:无序列相关

随机误差项εi 在不同样本点之间,不存在自相关,也称无序列相关,即

Cov(εi,εj)＝０,i≠j　且　i,j＝１,２,,N

也可以写成等价式

E(εiεj)＝０,i≠j　且　i,j＝１,２,,N

在后面的研究中,也可以放松这一假定,即讨论随机误差项存在序列相关时模型的估计.
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假定４:正态分布

随机误差项εi 服从零均值、同方差的正态分布,即

εi~N(０,σ２),　i＝１,２,,N

这一假定是在有限样本情况下,通过样本回归方程推断总体回归方程包括变量显著

性和方程整体显著性等检验的前提条件.而在无限样本或大样本的情况下,若误差项是

由大量独立偶然因素相互叠加而成,其中每一个偶然因素的影响都非常微弱的话,根据中

心极限定理,可知随机误差项近似地服从正态分布.
(二) 关于解释变量的假定

假定５:解释变量变异性

解释变量的方差是一个非零的有限值,即说明解释变量具有变异性,这一假定是源于

回归分析中需要通过解释变量的变化来观测被解释变量的变化.假定方差为有限值,是
为了保证在大样本情况下能够进行渐近性质的推断.

假定６:解释变量外生性

随机误差项εi 与解释变量xi 之间不相关,即

Cov(xi,εi)＝０,　i＝１,２,,N

这时可以称解释变量是同期外生,或称解释变量与随机误差项同期不相关.后面

第八章也将讨论解释变量与误差项相关,即模型出现内生性问题时模型的估计方法.
在单方程模型中,有时为研究方便,更严格地假定解释变量x 是确定性变量,不是随机

变量.
以上对误差项的假定称为线性回归模型的经典假定(classicalassumption),满足这

些假定的线性回归模型,称为经典线性回归模型.在实际建模过程中,除假定４外,对模

型是否满足假定都需要进行检验.通常,也把满足假定２和假定３的误差项,称为球形误

差项.

F>�M

由随机误差项εi 条件零均值E(εi xi)＝０,可以推出非条件零均值E(εi)＝０.
这是因为根据迭代期望定律,可以得到

E(εi)＝E[E(εi xi)]＝E(０)＝０

实际上条件零均值假定,也可以反映随机误差项的均值不随解释变量的变化而变化,
可以推出解释变量与随机误差项是同期外生的.

类似地,由条件同方差 Var(εi xi)＝σ２ 假定,可以得到

Var(εi xi)＝E[εi－E(εi xi)]２＝E(ε２
i)＝σ２

即由条件同方差,可以得到非条件同方差假定 Var(εi)＝σ２.为了简便,在本书中使用零

均值和同方差的非条件表达式.
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将yi＝β０＋β１xi＋εi,称为总体回归模型,E(yi)＝β０＋β１xi 称为总体回归方程或总

体回归直线,这一直线需要通过样本进行估计.
由假定１、假定２和假定６,可知yi 的均值和方差:

E(yi)＝E(β０＋β１xi＋εi)＝β０＋β１xi＋E(εi)＝β０＋β１xi　　
　　Var(yi)＝Var(β０＋β１xi＋εi)＝Var(β０＋β１xi)＋Var(εi)＝Var(εi)＝σ２ (３１２)

例如,基于家庭收入与消费的模型,yi＝β０＋β１xi＋εi,i＝１,２,,N,同方差表示消

费虽然随收入变化而变化,但消费的变动幅度保持不变.
由(３１２)式可知,斜率系数β１

β１＝
dyi

dxi
≈

Δyi

Δxi
(３１３)

斜率系数β１ 表示边际效应,即当xi 变化一个单位,平均意义上yi 将变动β１ 单位.同

时,由Δyi≈β１Δxi,可以通过解释变量x 的变动来预测被解释变量y 的变动.
由于yi 是εi 的线性函数,εi~N(０,σ２),所以yi 也服从正态分布,即

yi~N(β０＋β１xi,σ２)

由于被解释变量yi 的方差与随机误差项εi 的方差相同,且都服从正态分布,因此可

以通过观测被解释变量的方差来判断随机误差项的方差.

第二节　一元线性回归模型的参数估计与估计量的性质

利用一元线性回归模型进行分析,需要求出参数的估计值,来分析变量之间的关

系.本节首先介绍最小二乘法的原理,推导出参数估计量,然后分析最小二乘估计量

的性质.

一、参数的最小二乘估计

(一) 直线拟合的准则

一般来说,总体回归直线E(yi)＝β０＋β１xi 无法观测,可以用y　̂
i＝β

　̂
０＋β

　̂
１xi 来估计,

将其称为样本回归方程或样本回归直线.β
　̂
０ 与β

　̂
１ 分别是β０ 和β１ 的估计值,y　̂

i 为yi 的

估计值,也称拟合值或预测值.而模型yi＝β
　̂
０＋β

　̂
１xi＋ε　̂

i 称为样本回归模型,其中,ε　̂
i＝

yi－y　̂
i,称为残差.当ε　̂

i＞０时,yi＞y　̂
i;而当ε　̂

i＜０时,yi＜y　̂
i.需要通过估计β

　̂
０ 与β

　̂
１

确定样本回归直线.那么,什么样的回归直线是一条较好的回归直线呢? 通常认为较好

的直线应该是离样本点很近,或被样本点紧紧围绕,如图３Ｇ１所示.
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图３Ｇ１　X 和Y 的散点图

(二) 最小二乘法的原理

普通最小二乘法(ordinaryleastsquaresmethod,简称 OLS方法或最小二乘法),就

是以残差平方和 (∑
N

i＝１
ε　̂２

i ) 最小为目标,来确定斜率系数和截距系数,进而确定拟合直线的

位置.残差平方和最小可以保证估计值较好地拟合实际值,且优于以残差和最小、最远点

残差最小的原则.这是因为残差和最小会出现正负抵消的情况;而最远点残差最小原则

只考虑了最远点,这样以偏概全,忽略了其他样本点的信息.因此,通常采用残差平方和

最小这一原则,来获得最佳的拟合直线.

这里的目标函数为残差平方和,是以β
　̂
０、β

　̂
１ 作为决策变量,将目标函数记为f(β

　̂
０,β

　̂
１),即

f(β
　̂
０,β

　̂
１)＝ ∑

N

i＝１
ε　̂２

i＝ ∑
N

i＝１

(yi－y　̂
i)２＝ ∑

N

i＝１

(yi－β
　̂
０－β

　̂
１xi)２

为使目标函数达到最小,利用极值条件,在f(β
　̂
０,β

　̂
１)对β

　̂
０ 和β

　̂
１ 求一阶偏导为０时,

可以得到如下的方程组

∂f(β
　̂
０,β

　̂
１)

∂β
　̂
０

＝２∑
N

i＝１

(yi－β
　̂
０－β

　̂
１xi)(－１)＝０

∂f(β
　̂
０,β

　̂
１)

∂β
　̂
１

＝２∑
N

i＝１

(yi－β
　̂
０－β

　̂
１xi)(－xi)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(３２１)

将(３２１)式化简,可以得到

∑
N

i＝１

(yi－β
　̂
０－β

　̂
１xi)＝０

∑
N

i＝１

(yi－β
　̂
０－β

　̂
１xi)xi＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３２２)
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(３２２)式称为正规方程组,为表述简便,将求和符号简记为∑.在(３２２)式的第一

个方程两侧都除以N,即y　
—＝β

　̂
０＋β

　̂
１x　

—,可得截距系数的估计方程

β
　̂
０＝y　

—－β
　̂
１x　

— (３２３)

把(３２３)式代入(３２２)式中的第二个方程,得

∑(yi－y　
—)xi－β

　̂
１∑(xi－x　—)xi＝０ (３２４)

求解(３２４)式,得到

β
　̂
１＝

∑xi(yi－y　—)
∑(xi－x　—)xi

(３２５)

将(３２５)式的分子减去∑x　—(yi－y　
—),分母减去∑x　—(xi－x　—),由于这两式都为０,可得

　 　β
　̂
１＝

∑xi(yi－y　—)
∑(xi－x　—)xi

＝
∑xi(yi－y　—)－∑x　—(yi－y　—)
∑(xi－x　—)xi－∑x　—(xi－x　—)＝

∑(xi－x　—)(yi－y　—)
∑(xi－x　—)２

(３２６)

将(３２６)式代回(３２３)式,即可求得β
　̂
０.设离差x　i＝xi－x　—,y　


i＝yi－y　

—,即可求得.

β
　̂
０＝y　

—－β
　̂
１x　

—

β
　̂
１＝

∑x　iy　

i

∑x　２
i

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３２７)

(３２７)式中的β
　̂
０ 和β

　̂
１ 称为最小二乘估计量.可以看出β

　̂
１ 是x 和y 的样本协方差

与x 的样本方差的比值.由于解释变量x 的样本方差通常为正数,因此当x、y 正相关

时,β
　̂
１ 为正数;当x、y 负相关时,β

　̂
１ 为负数.同时,由β

　̂
１ 的分母是解释变量x 的样本方

差,可知最小二乘法要求,只有解释变量具有变异性,才能求解斜率系数.但β
　̂
１ 对解释变

量的异常值又比较敏感,因此一般要求在样本容量 N 充分大的情况下,解释变量的方差

趋近于一个有限值.

二、参数的矩估计

根据经典假定１和６,可知

E(εi)＝０
Cov(xi,εi)＝０

这是两个总体矩条件,可以采用样本矩条件来代替,即

１
N∑ε　̂

i＝０

１
N∑ε　̂

ixi＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３２８)

８３ 　 第三章　经典计量模型:线性回归模型的最小二乘估计



由于ε　̂
i＝yi－y　̂

i,(３２８)式可化为

{ ∑(yi－y　̂
i)＝０

∑(yi－y　̂
i)xi＝０

(３２９)

将yi－y　̂
i＝yi－β

　̂
０－β

　̂
１xi 代入(３２９)式中,即可以得到(３２２)式.由此可见,一

元线性回归模型的最小二乘估计量也是矩估计量,两种方法得到的参数估计量相同.
(３２８)式和(３２９)式都是以残差形式表示正规方程组,是与总体回归模型中经典假定

１和假定６相对应的样本矩条件,这种形式的正规方程组在探讨最小二乘估计量性质中

也会使用.

�B�

１．一元线性回归模型的最小二乘估计量也是矩估计量.

２．最小二乘法是通过残差平方和达到最小,找到与样本匹配的最佳回归方程,但

回归方程并不一定能通过每一个样本点.

３．由于y　
—＝β

　̂
０＋β

　̂
１x　

—,可知样本回归直线过点(x　—,y　
—),或者说点(x　—,y　

—)在样本回归

直线y　̂
i＝β

　̂
０＋β

　̂
１xi 上.

三、最小二乘估计量的有限样本性质

有限样本性质也称小样本性质,即样本容量 N 为有限值时,最小二乘估计量满足线

性、无偏性和有效性(即最小方差性),是优良的参数估计量,即得高斯 马尔科夫定理.
高斯 马尔科夫(GaussＧMarkov)定理:若随机误差项εi 满足经典假定,那么最小二乘

估计量具有最佳线性无偏性,即为BLUE估计量(BestLinearUnbiasedEstimator).
下面将证明最小二乘估计量满足这三个性质,进而证明高斯 马尔科夫定理.
性质１:最小二乘估计量的线性性质.

最小二乘估计量满足线性,是指参数估计量β
　̂
０ 和β

　̂
１ 是随机变量yi 和εi 的线性函

数.证明如下:
由(３２７)式,可得

β
　̂
１＝

∑x　iy　

i

∑x　２
i

＝
∑x　i(yi－y　—)

∑x　２
i

＝
∑x　iyi－y　—∑x　i

∑x　２
i

(３２１０)

为简化分析,设ci＝
x　i
∑x　２

i
,由于∑x　i＝∑(xi－x　—)＝０,代入(３２１０)式,得到

β
　̂
１＝

∑x　iyi

∑x　２
i

＝∑ciyi (３２１１)

可知,β
　̂
１ 为yi 的线性函数.
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由于

β
　̂
１＝∑ciyi＝∑ci(β０＋β１xi＋εi)＝β０∑ci＋β１∑cixi＋∑ciεi

∑ci＝
∑x　i
∑x　２

i
＝０

∑cix　
—＝x　—∑ci＝０

∑cixi＝∑cixi－∑cix　
—＝∑cix　i＝

∑x　２
i

∑x　２
i
＝１

可得

β
　̂
１＝β１＋∑ciεi (３２１２)

可知,β
　̂
１ 也为εi 的线性函数.

对于截距系数

β
　̂
０＝y　

—－β
　̂
１x　

—＝
１
N∑yi－x　—∑ciyi＝∑ １

N－x　—ci
æ

è
ç

ö

ø
÷yi (３２１３)

可知,β
　̂
０ 为yi 的线性函数.

将yi＝β０＋β１xi＋εi 代入(３２１３)式,可得

　　　　β
　̂
０＝∑ １

N－x　—ci
æ

è
ç

ö

ø
÷(β０＋β１xi＋εi)

＝∑
１
Nβ０＋∑

１
Nβ１xi＋∑

１
Nεi－β０x　

—∑ci－β１x　
—∑cixi－x　—∑ciεi

＝β０＋β１x　
—＋∑

１
Nεi－β１x　

—－x　—∑ciεi

＝β０＋∑ １
N－x　—ci

æ

è
ç

ö

ø
÷εi (３２１４)

可知,β
　̂
０ 也为εi 的线性函数.

性质２:最小二乘估计量的无偏性.

最小二乘估计量满足无偏性是指参数估计量的均值等于真实值,即E(β
　̂
１)＝β１,

E(β
　̂
０)＝β０,证明如下:

由β
　̂
１＝β１＋∑ciεi,可以得到

E(β
　̂
１)＝E(β１＋∑ciεi)

＝β１＋E(∑ciεi)

＝β１＋∑ciE(εi)　(期望的线性性质)

＝β１ (E(εi)＝０)
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由β
　̂
０＝β０＋∑ １

N－x　—ci
æ

è
ç

ö

ø
÷εi,可以得到

E(β
　̂
０)＝E β０＋∑ １

N－x　—ci
æ

è
ç

ö

ø
÷εi

é

ë
êê

ù

û
úú

＝β０＋ ∑ １
N－x　—ci

æ

è
ç

ö

ø
÷E(εi)

é

ë
êê

ù

û
úú 　(期望的线性性质)

＝β０ (E(εi)＝０)

参数估计量β
　̂
１ 和β

　̂
０ 的无偏性得证.

性质３:最小二乘估计量的有效性.

最小二乘估计量满足有效性是指参数估计量β
　̂
０、β

　̂
１ 的方差最小,即在所有线性无偏

估计量中,最小二乘法估计量的方差最小,证明如下:

先来证明β
　̂
１ 的方差最小,思路是取β１ 的任一线性无偏估计量β

~
１,如果能够证明出

β
　̂
１ 的方差小于或等于β

~
１ 的方差,有效性即可得证.

由β
　̂
１＝β１＋∑ciεi可知

Var(β
　̂
１)＝σ２∑c２

i (３２１５)

由β
~
１ 具有线性,是yi 的线性函数,设

β
~
１ ＝∑diyi＝∑di(β０＋β１xi＋εi)

＝β０∑di＋β１∑dixi＋∑diεi (３２１６)

E(β
~
１)＝E(β０∑di＋β１∑dixi＋∑diεi)

＝β０∑di＋β１∑dixi　 (∑diE(εi)＝０)

由于β
~
１ 是无偏估计量,故E(β

~
１)＝β１,所以

∑di＝０,　∑dixi＝１

不失一般性,设di＝ci＋hi,hi 可以看成是对ci 的微小影响,当hi＝０时,则di＝ci.

∑di＝∑ci＋∑hi (３２１７)

∑dixi＝∑cixi＋∑hixi (３２１８)

由于∑ci＝０,∑cixi＝１,代入到(３２１７)式和(３２１８)式得到

∑hi＝０,　∑hixi＝０

(３２１６)式化为

β
~
１＝β０∑di＋β１∑dixi＋∑diεi＝β１＋∑diεi
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由β
　̂
１＝β１＋∑ciεi,可知β

~
１ 与β

　̂
１ 都为随机误差项的线性函数,二者差别在于系数不同.

Var(β
~
１)＝Var(β１＋∑diεi)＝σ２∑d２

i

∑d２
i＝∑(ci＋hi)２＝∑c２

i＋∑h２
i＋２∑cihi

＝∑c２
i＋∑h２

i＋２
∑x　ihi

∑x　２
i

　　　　 ci＝
x　i
∑x　２

i

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝∑c２
i＋∑h２

i＋２
∑xihi－x　—∑hi

∑x　２
i

＝∑c２
i＋∑h２

i　　　　　　　 (∑hi＝０,∑hixi＝０)

Var(β
~
１)＝σ２∑d２

i＝σ２(∑c２
i＋∑h２

i)

由于σ２∑h２
i≥０,当等号成立时,hi＝０,即di＝ci,i＝１,２,,N,这时有β

~
１＝β

　̂
１,所以

Var(β
~
１)≥Var(β

　̂
１)

同理,可以证明 Var(β
~
０)≥Var(β

　̂
０).

因而,最小二乘估计量β
　̂
０、β

　̂
１ 具有有效性得证.

可以推出,最小二乘估计量β
　̂
０、β

　̂
１ 的方差及其协方差如下

Var(β
　̂
１)＝σ２∑c２

i＝
σ２

∑x　２
i

(３２１９)

Var(β
　̂
０)＝σ２∑ １

N－x　—ci
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＝σ２ ∑
１
N２＋x　—２∑c２

i
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 ∑ci＝

∑x　i
∑x　２

i
＝０

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝σ２ １
N＋x　—２ １

∑x　２
i

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑c２

i＝
１

∑x　２
i

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝σ２ ∑x　２
i＋Nx　—２

N∑x　２
i

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝
σ２∑x２

i

N∑x　２
i

　　　　　　(∑x　２
i＝∑(xi－x　—)２＝∑x２

i－Nx　—２)

(３２２０)

Cov(β
　̂
０,β

　̂
１)＝E[(β

　̂
０－E(β

　̂
０))(β

　̂
１－E(β

　̂
１))]

由于β
　̂
０＝y　

—－β
　̂
１x　

—,E(β
　̂
０)＝y　

—－β１x　
—,因此

Cov(β
　̂
０,β

　̂
１)＝E[((y　

—－β
　̂
１x　

—)－(y　
—－β１x　

—))(β
　̂
１－β１)]

＝E[(β１x　
—－β

　̂
１x　

—)(β
　̂
１－β１)]

＝－x　—E[(β
　̂
１－β１)２]

＝－x　—Var(β
　̂
１)＝－x　—

σ２

∑x　２
i

(３２２１)
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最小二乘法是最基本和最常用的回归方法,也在于其参数估计量具有线性、无偏性和

有效性这样优良的性质.

四、回归标准误差

若用σ̂２ 表示随机误差项方差σ２ 的估计,则随机误差项的方差估计值为

σ̂２＝∑ε　̂２
i/(N－２) (３２２２)

(３２２２)式中,N 表示样本容量,２表示待估参数的个数,即需要估计斜率系数和截距系

数,N－２ 也 是 残 差 平 方 和 的 自 由 度,σ̂ 称 为 回归标准误差 (standarderrorofthe
regression)或均方根误差.第四节将证明E(σ̂２)＝σ２,即σ̂２ 是σ２ 的无偏估计量.

进一步可以求得β
　̂
１ 和β

　̂
０ 的方差估计值为

Var
　∧

(β
　̂
１)＝

σ̂２

∑x　２
i

Var
　∧

(β
　̂
０)＝

σ̂２∑x２
i

N∑x　２
i

β
　̂
１ 和β

　̂
０ 的标准差估计值为

Se(β
　̂
１)＝

σ̂
　

∑x　２
i

Se(β
　̂
０)＝σ̂

　
　　∑x２

i

N∑x　２
i

称为β
　̂
１ 和β

　̂
０ 的标准误差(standarderror),也可以简称为标准误.

有时计算模型的参数标准误时,很难通过推演得到显性数学式,进而无法估算,或者

是由于样本数据有限,参数标准误估计结果可能无法较好地反映其真实值,这时可以采用

自举法(bootstrap)估计参数的标准误.对一个样本容量为N 的随机样本,将其看成是可

以进行重新抽样的总体,使用原来样本进行有放回地随机抽样,可能会出现观测值重复的

情况.这样得到的样本容量仍为N 的新样本,称为自举样本,利用自举样本计算参数估

计量如β
　̂.这一过程重复进行T 次,得到β

　̂的T 次估计值β
　̂１,β

　̂２,,β
　̂T,利用这T 次估计

值计算其标准误为

Se(β
　̂)＝

　

∑
T

t＝１

(β
　̂t－β

　̂
　—

)２

T－１
(３２２３)

其中,β
　̂

　—

是β
　̂１,β

　̂２,,β
　̂T 的均值,将自举法获得的(３２２３)式作为β

　̂的标准误.自举法通

常借助于计算机来完成,因此一般重复次数T 可以取较大的数值,如５００、１０００,可以接

近于总体的分布,从而得到比较可靠的标准误估计值.
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第三节　多元线性回归模型的构建与经典假定

一、多元线性回归模型的构建

(一) 多元线性回归模型的方程形式

在实际建模时,被解释变量通常不只受到一个解释变量的影响,而是由多种因素所决

定.例如,劳动者的工资除了受教育程度的影响,还受到从业经验、性别、年龄和工作所处

的行业等多种因素的影响.可见,一元线性回归模型只是线性回归模型的特例,不足以反

映变量之间的真实关系.因而,在实证研究中更多的是需要建立多元线性回归模型,来分

析变量之间的因果关系.多元线性回归模型表示为

yi＝β０＋β１xi１＋β２xi２＋＋βk－１xik－１＋εi,　i＝１,２,,N (３３１)

其中,yi 是被解释变量,xij(j＝１,,k－１)是解释变量,εi 是随机误差项,βj(j＝０,

１,,k－１)是待估参数.从经济意义上来说,xij是yi 的重要解释变量;从代数意义上来

说,yi 与xij存在线性关系.
方程(３３１)也称为总体回归模型.总体回归方程为

E(yi)＝β０＋β１xi１＋β２xi２＋＋βk－１xik－１

其中,βj 也被称为偏回归系数或偏效应,表示在控制其他解释变量保持不变的情况下,xj

单位变化所引起y 均值E(y)的变化,即xj 的单位变化对y 均值的净影响.
对于一元线性回归模型,总体回归方程为直线;对于二元线性回归模型,总体回归方

程为平面;对于三元及以上的线性回归模型,总体回归方程为超平面.
(二) 多元线性回归模型引入控制变量的意义

以研究劳动者教育回报问题为例,重点关注劳动者的受教育程度对工资收入的影响.
在实际实证分析中,需要控制劳动者的从业经验、性别、年龄和工作所处的行业等因素相

同,才能分析受教育程度对工资收入的净影响.但这样选择样本数据时会遇到很大的困

难,因为很难找到工作经验、性别、年龄和从事的行业等因素都相同的劳动者的样本,或者

即使找到样本可能也很小.这时可以借助于多元回归模型来实现,通过假定其他控制变

量不变,分析受教育程度对工资收入的影响.

[引例３Ｇ１]　明瑟工资方程 　

使用如下的明瑟工资方程分析教育回报问题

yi＝β０＋β１edui＋β２expi＋β３exp２
i＋z′iγi＋εi
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其中,yi 表示劳动者i的工资收入,edui 表示劳动者i的受教育程度,expi 表示劳动者

i的工作经验,而zi 表示影响劳动者工资的其他控制变量,如劳动者的性别、年龄、户

籍、工作所处的行业等因素.由于控制了其他影响因素,可以假定expi、zi 等其他控制

变量不变的情况下,分析系数β１ 的偏效应来考察劳动者受教育程度对工资收入的影

响.因此,引入控制变量的多元回归模型的意义在于,可以在非实验环境下达到控制实

验的效果.
　　

二、多元线性回归模型的向量与矩阵表示形式

对于(３３１)式可以采用向量的形式来表示,令

x′i＝(１ xi１ xi２  xik－１)

β＝(β０ β１  βk－１)′

(３３１)式可化为

yi＝x′iβ＋εi　i＝１,２,N (３３２)

对于(３３１)式,将i依次从１取值到N 时,模型(３３２)表示为

y１＝x′１β＋ε１

y２＝x′２β＋ε２

⋮

yN ＝x′Nβ＋εN

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(３３３)

X＝

１ x１１ x１２  x１k－１

１ x２１ x２２  x２k－１

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

１ xN１ xN２  xNk－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝

x′１
x′２
⋮

x′N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝(x１x２xN )′

这里通常可以把截距项看成单位变量１的系数,(３３３)式可以采用矩阵来表示为

Y＝Xβ＋ε (３３４)

其中,Y＝(y１,y２,,yN )′,ε＝(ε１ε２ εN )′.使用矩阵表达式简洁,在推导时更方便.
对应的样本回归方程为

Y　̂＝Xβ
　̂ (３３５)

其中,Ŷ＝(y　̂
１,y　̂

２,,y　̂
N )′,β

　̂＝(β
　̂
０ β

　̂
１  β

　̂
k－１)′.

三、多元线性回归模型的经典假定

类似于一元线性回归模型,在利用最小二乘法进行回归时,为保证参数估计量具有良
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好的性质,需要做出假定.
(一) 关于随机误差项的假定

假定１:零均值

随机误差项εi 具有零均值,E(εi)＝０,i＝１,２,,N.
假定２:同方差

随机误差项εi 具有同方差,Var(εi)＝σ２,i＝１,２,,N.
假定３:无序列相关

随机误差项εi 在不同样本点之间独立,不存在序列相关,即为

Cov(εi,εj)＝０,　i≠j　且　i,j＝１,２,,N (３３６)

假定４:正态分布

随机误差项εi 服从零均值、同方差的正态分布

εi~N(０,σ２),　i＝１,２,,N (３３７)

在多元线性回归模型中,随机误差项的方差 协方差矩阵为

Var(ε)＝E(εε′)＝

Var(ε１) Cov(ε１ε２)  Cov(ε１εN )

Cov(ε２ε１) Var(ε２)  Cov(ε２εN )
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

Cov(εNε１) Cov(εNε２)  Var(εN )

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

(３３８)

其中,Var(ε)称为方差 协方差矩阵,其主对角线上的元素表示随机误差项的方差,非主

对角线上的元素为协方差,也可记为 Var－Cov(ε).在同方差、无序列相关条件下,随机

误差项的方差 协方差矩阵为

Var(ε)＝E(εε′)＝σ２IN (３３９)

(二) 关于解释变量的假定

假定５:解释变量具有变异性和解释变量之间无完全多重共线性

要求解释变量具有非零的有限方差,且解释变量之间不存在严格或完全的线性相关

或多重共线性.若用矩阵表示这一假定,矩阵X 为满列秩矩阵,R(X′X)＝R(X)＝k,或
者 X′X ≠０.

以解释变量x１ 和x３ 为例来说明线性相关:

λ１x１＋λ２x３＝０ (３３１０)

若(３３１０)式成立,则说x１ 和x３ 是共线的(collinear)或线性相关.不存在严格或

完全的多重共线性(multicollinearity),是指模型中任何一个解释变量都不能写成其余解

释变量的线性组合.这是因为,如果解释变量之间存在严格的线性相关,矩阵X 将为奇

异矩阵或降秩矩阵,用普通最小乘法进行回归时,无法求解参数估计量.
假定６:解释变量外生性

随机误差项εi 与任何一个解释变量都不相关,模型不存在内生性,即
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Cov(xij,εi)＝E(xijεi)＝０,　i＝１,２,,N,j＝１,２,,k－１ (３３１１)

用矩阵表示,即E(X′ε)＝０.
或者更严格地假定解释变量是非随机或者为确定性变量.

第四节　多元线性回归模型的参数估计与估计量的性质

一、参数的最小二乘估计

根据最小二乘法的原理,在残差平方和达到最小的情况下求解模型的参数,设残差为

ε　̂＝Y－Y　̂＝Y－Xβ
　̂

其中,ε̂是一个N×１的列向量,残差平方和为

f(β
　̂)＝ ∑

N

i＝１
ε　̂２

i＝ε̂′ε̂＝(Y－Xβ
　̂)′(Y－Xβ

　̂)

＝Y′Y－β
　̂′X′Y－Y′Xβ

　̂＋β
　̂′X′Xβ

　̂ (３４１)

在(３４１)式中,可以看出β
　̂′X′Y 和Y′Xβ

　̂互为转置且都是１×１的矩阵,则Y′Xβ
　̂＝

β
　̂′X′Y,因而

f(β
　̂)＝Y′Y－２Y′Xβ

　̂＋β
　̂′X′Xβ

　̂

残差平方和f(β
　̂)是以β

　̂为决策变量的目标函数,为使目标函数达到最小,利用一阶

条件

Əf(β
　̂)

Əβ
　̂

＝－２X′Y＋２X′Xβ
　̂＝０ (３４２)

这里用到了向量微分的性质,可参考附录.依据经典假定５可知,X′X 满秩,存在逆矩

阵,将(３４２)式整理可以求解出β
　̂

β
　̂＝(X′X)－１X′Y (３４３)

其中,β
　̂＝(β

　̂
０β

　̂
１β

　̂
k－１)′,是β的估计值,样本回归方程可写为

Y　̂＝Xβ
　̂

二、参数的矩估计

由经典假定６,可知E(X′ε)＝０,用样本矩条件代替总体的矩条件,得到
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１
NX′ε̂＝０

两边都乘以N,得到

X′ε̂＝０ (３４４)

利用这一个矩阵方程可以求解参数估计量β的估计值.
由(３４２)式可得

X′Y－X′Xβ
　̂＝X′(Y－Xβ

　̂)＝X′(Y－Y　̂)＝X′ε̂＝０

可见,在多元线性回归模型中,最小二乘估计量与矩估计量也相同,即多元线性回归

模型的最小二乘估计可以看成是一种特殊的矩估计.(３４４)式称为多元线性回归模型

的正规方程组.这是与总体矩条件E(X′ε)＝０相对应的样本矩条件.

三、最小二乘估计量的有限样本性质

多元线性回归模型在满足经典假定条件下,有限样本的参数估计量具有线性、无偏性

和有效性.最小二乘估计量满足这三个性质,即为高斯 马尔科夫定理.

高斯 马尔可夫定理:若多元线性回归模型Y＝Xβ＋ε满足经典假定,OLS估计量β
　̂

是最佳线性无偏估计量.

下面分别证明 OLS估计量β
　̂的线性、无偏性和有效性.

性质１:最小二乘估计量的线性.

β
　̂＝(X′X)－１X′Y＝(X′X)－１X′(Xβ＋ε)＝β＋(X′X)－１X′ε (３４５)

在解释变量X 已知的情况下,(X′X)－１X 是一个确定的矩阵,则β
　̂是随机变量Y 的

线性函数,β
　̂也是随机变量ε的线性函数.

性质２:最小二乘估计量的无偏性.
根据经典假定１,E(ε)＝０,由(３４５)式可得

E(β
　̂)＝E(β＋(X′X)－１X′ε)＝β＋(X′X)－１X′E(ε)＝β (３４６)

因此,β
　̂是β的无偏性估计量.

性质３:最小二乘估计量的有效性.

计算β
　̂的方差为

Var(β
　̂)＝E[(β

　̂－β)(β
　̂－β)′]　　　　　

＝E[(X′X)－１X′εε′X(X′X)－１]

＝[(X′X)－１X′σ２INX(X′X)－１]

＝σ２(X′X)－１ (３４７)
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证明β
　̂具有最小方差性,思路是任意找一个β的线性无偏估计量β

~
,证明β

　̂方差小于

等于β
~

的方差即可.设β
~

也是β的任意一个线性无偏估计量

β
~
＝((X′X)－１X′＋D)Y＝β

　̂＋DY (３４８)

其中,D 为一个k×N 非随机元素构成的矩阵,如果D≠０,则β
~
≠β

　̂;如果D＝０,则β
~
＝β

　̂.

β
~

＝β
　̂＋DY＝((X′X)－１X′＋D)Y

＝((X′X)－１X′＋D)(Xβ＋ε)

＝β＋(X′X)－１X′ε＋DXβ＋Dε

可知,β
~

也是误差项ε的线性函数.

利用β
~

的无偏性,可获得矩阵D 的条件

E(β
~
)＝E(β

　̂＋DY)＝E(β
　̂)＋DE(Y)

＝β＋DE(Xβ＋ε)＝β＋DXβ＝(I＋DX)β (３４９)

根据E(β
~
)＝β,得出DX＝０.因此,得到

β
~
－β＝(X′X)－１X′ε＋Dε (３４１０)

进一步分析β
~

的方差,由(３４１０)式和DX＝０,得到

Var(β
~
)＝E[(β

~
－β)(β

~
－β)′]

＝E[((X′X)－１X′ε＋Dε)((X′X)－１X′ε＋Dε)′]

＝E[(X′X)－１X′εε′X(X′X)－１＋(X′X)－１X′εε′D′＋Dεε′X(X′X)－１＋Dεε′D′]

＝(X′X)－１X′E(εε′)X(X′X)－１＋(X′X)－１X′E(εε′)D′＋DE(εε′)X(X′X)－１＋DE
(εε′)D′

＝σ２(X′X)－１＋σ２(X′X)－１(DX)′＋σ２DX(X′X)－１＋σ２DD′　(E(εε′)＝σ２IN)

＝σ２(X′X)－１＋σ２DD′　　　(DX＝０)

＝Var(β
　̂)＋σ２DD′ (３４１１)

由于DD′是半正定矩阵,主对角线上的元素大于等于０,因此 Var(β
~
)主对角线上的

元素大于等于 Var(β
　̂)主对角线上的元素,最小二乘估计量β

　̂的方差小于或等于任意其他

线性无偏估计量的方差.最小二乘估计量的有效性得证.
无限样本性质,又称大样本性质或渐近性质,即样本容量趋近于无穷大的情况.在大

样本的情况下,通常不需要随机误差项满足正态分布,但依据中心极限定理,误差项渐近

地服从正态分布,可保证参数估计量β
　̂渐近地服从正态分布.可以证明,在无限样本下的

最小二乘估计量β
　̂具有渐近无偏性,且当n→∞时,方差趋近于０,因而plimβ

　̂＝β,即β
　̂具

有一致性.
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四、回归标准误差

在最小二乘法下,误差方差的估计量为

σ̂２＝ε　̂′ε　̂/(N－k) (３４１２)

其中,当k＝２时,σ̂２＝ε　̂′ε　̂/N－２,即一元线性回归模型的误差项方差估计值.下面证明σ̂２

是σ２ 的无偏估计量,即证明E(σ̂２)＝σ２ 成立,需要利用最小二乘等幂矩阵的性质来证明①.

ε　̂ ＝Y－Xβ
　̂　　　　　　　　　

＝Y－X(X′X)－１X′Y
＝(Xβ＋ε)－X(X′X)－１X′(Xβ＋ε)

＝Xβ＋ε－Xβ－X(X′X)－１X′ε
＝[IN －X(X′X)－１X′]ε (３４１３)

定义最小二乘等幂矩阵M 为:

M＝IN －X(X′X)－１X′

(１)最小二乘等幂矩阵M 具有对称性.

M′＝(IN －X(X′X)－１X′)′＝IN －X(X′X)－１X′＝M

可知M 是一个N×N 对称矩阵.
(２)最小二乘等幂矩阵M 具有等幂性.

M２ ＝(IN －X(X′X)－１X′)(IN－X(X′X)－１X′)

＝IN －２X(X′X)－１X′＋X(X′X)－１X′X(X′X)－１X′
＝IN －X(X′X)－１X′＝M
Mn＝Mn－２M２＝Mn－２M＝Mn－１＝＝M

可知最小二乘等幂矩阵M 具有等幂性.
由(３４１３)式,可知ε　̂＝Mε,得到

ε　̂′ε　̂＝(Mε)′Mε＝ε′M′Mε＝ε′Mε

ε　̂′ε　̂ 是一个１×１矩阵,ε　̂′ε　̂ 的迹等于本身,所以有:

ε　̂′ε　̂ ＝tr(ε′Mε)＝tr(Mεε′)　　(矩阵迹的轮换性)

＝tr(εε′M)

E(ε　̂′ε　̂)＝E[tr(εε′M)]

＝tr[E(εε′)M]

＝tr(σ２M)　(Var(ε)＝E(εε′)＝σ２IN)

＝σ２tr(M)

０５ 　 第三章　经典计量模型:线性回归模型的最小二乘估计
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tr(M)＝tr[IN －X(X′X)－１X′]

＝[tr(IN )－tr((X′X)－１X′X)]　　(矩阵迹的轮换性)

＝N－tr(Ik)

＝N－k
E(ε　̂′ε　̂)＝σ２(N－k)

E(σ̂２)＝E[ε　̂′ε　̂/(N－k)]＝σ２

即证明σ̂２ 是σ２ 的无偏估计量.这样就可以求出回归标准误差

σ̂＝
　

ε　̂′ε　̂

N－k

用σ２ 的无偏估计量σ̂２ 估计 Var(β
　̂),即为

Var
　∧

(β
　̂)＝σ̂２(X′X)－１

五、样本回归方程的统计性质

(一) 样本均值点满足样本回归方程

证明:由X′ε　̂＝０,即

１ １ １  １

x１１ x２１ x３１  xN１

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

x１k－１ x２k－１ x３k－１  xNk－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
k×N

ε　̂
１

ε　̂
２

⋮

ε　̂
N

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú
N×１

＝０ (３４１４)

由(３４１４)式中的第一个方程可知

ε̂
　—
＝

１
N ∑

N

i＝１
ε　̂

i＝０

ε̂i＝yi－(β
　̂
０＋β

　̂
１xi１＋β

　̂
２xi２＋＋β

　̂
k－１xik－１)

１
N ∑

N

i＝１
ε　̂

i＝
１
N ∑

N

i＝１
yi－

１
N ∑

N

i＝１

(β
　̂
０＋β

　̂
１xi１＋β

　̂
２xi２＋＋β

　̂
k－１xik－１)

设y　
—＝

１
N ∑

N

i＝１
yi,x　

—
j＝

１
N ∑

N

i＝１
xij,则有

ε̂
　—
＝y　

—－(β
　̂
０＋β

　̂
１x　

—
１＋β

　̂
２x　

—
２＋＋β

　̂
k－１x　

—
k－１)＝０

y　
—－X

　—

β
　̂＝０

y　
—＝X

　—

β
　̂ (３４１５)

其中,X
　—
＝(１x　—１ x　—２  x　— k－１).
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样本均值点满足样本回归方程得证.

(二) 被解释变量拟合值的平均数等于其样本观测值的平均数,即y　̂
　—
＝y　

—

证明:y　̂
　—
＝

１
N ∑

N

i＝１
y　̂

i.根据样本回归方程Y　̂＝Xβ
　̂,可知

y　̂　
　—

＝X
　—

β
　̂

由y　
—＝X

　—

β
　̂,可得

y　̂　
　—

＝y　
— (３４１６)

第五节　实例与Stata操作

实例一　 证券“贝塔”系数

“投资有风险,入市需谨慎.”证券监管机构警示投资者,若想获得超额回报就要承担

相应风险,度量这类证券市场风险往往会借助衡量工具———β系数(betacoefficient),又
称系统性风险指数.β系数可以通过资本资产定价模型(CAPM)测算:

R－Rf＝β(Rm－Rf)

其中,R 为证券资产期望收益,Rf 为无风险收益,Rm 为市场组合的期望收益.一般地,
证券资产期望超额收益R－Rf 与可能的资产组合期望超额收益Rm －Rf 成比例.β系

数是R－Rf 对Rm－Rf 的回归系数,在数值上等于

β＝
Cov(R－Rf,Rm－Rf)

Var(Rm－Rf)

依据CAPM 模型,β系数用来衡量证券资产相对于证券市场的风险情况,也代表了

该资产的系统性风险.通常情况下,可以使用一元线性回归模型来估计CAPM 模型中的

β系数,即

Rit＝αi＋βiRmt＋εit

其中,Rit为证券i在t时的收益率,Rmt是市场指数在t时的收益率,βi 是证券i收益率相

对于市场指数收益率变化的敏感程度,εit是随机误差项.此外,在单因素模型中也可以用

超额收益率代替收益率.
以顺丰控股(００２３５２)和上证综合指数(０００００１)为例,将２０２０年１月份顺丰控股每日

涨跌幅对上证综合指数收益率进行回归,表３Ｇ１为回归模型使用的样本数据,其中:
涨跌幅(指当日收益率,单位:％)＝(当日收盘价－前日收盘价)/前日收盘价

２５ 　 第三章　经典计量模型:线性回归模型的最小二乘估计



表３Ｇ１　上证综合指数和顺丰控股２０２０年１月涨跌幅(单位:％)

日期 顺丰控股 上证综合指数 日期 顺丰控股 上证综合指数

２０２０Ｇ０１Ｇ０２ ０７８ １１４９９ ２０２０Ｇ０１Ｇ１４ －１３１９ －０２８０８

２０２０Ｇ０１Ｇ０３ －０７７４ －００４５８ ２０２０Ｇ０１Ｇ１５ －１１２２ －０５４０２

２０２０Ｇ０１Ｇ０６ －０９１４ －００１２３ ２０２０Ｇ０１Ｇ１６ －０３７８ －０５１６４

２０２０Ｇ０１Ｇ０７ ２３０７ ０６９３８ ２０２０Ｇ０１Ｇ１７ ０８６８ ００４６

２０２０Ｇ０１Ｇ０８ －１１９４ －１２２１ ２０２０Ｇ０１Ｇ２０ ４５１９ ０６５９８

２０２０Ｇ０１Ｇ０９ ００２７ ０９１２６ ２０２０Ｇ０１Ｇ２１ ０２５７ －１４０９８

２０２０Ｇ０１Ｇ１０ ０８８６ －００８３７ ２０２０Ｇ０１Ｇ２２ －１４１２ ０２８２２

２０２０Ｇ０１Ｇ１３ ０８７８ ０７５２８ ２０２０Ｇ０１Ｇ２３ ２１０９ －２７５１８

　　数据来源:国泰安数据库

在Stata中输入以下命令

．regRiRm

如图３Ｇ２所示,回归结果为

R̂it＝０２０３Rmt＋０３７５

图３Ｇ２　回归结果

可知样本期内顺丰控股以“日”为单位的β系数＝０２０３＜１,代表顺丰控股波动风险

小于上证综合指数(市场组合).

实例二　 地区能源消耗与产业结构、出口贸易的关系

为研究地区能源消耗与产业结构、出口贸易的关系,建立如下方程

yi＝β０＋β１xi１＋β２xi２＋εi

其中,yi 为地区能源消耗总量(百万吨标准煤),xi１是用工业增加值占 GDP比重表示的

产业结构,xi２表示出口贸易总额(十亿美元).表３Ｇ２包含２０１９年３０个地区能源消耗的

相关数据,据此建立多元线性回归模型,并进行分析.
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表３Ｇ２　能源消耗的相关数据

地区
能源消耗/

百万吨标准煤

工业增加值

占比/
(％)

出口贸易

总额/十亿

美元

地区
能源消耗/

百万吨标准煤

工业增加值

占比/
(％)

出口贸易

总额/十亿

美元

北京 ７３６ １１９７１５ ７５０５０９ 河南 ２２３ ３３３９３４ ５４２１３３

天津 ８２４１ ３１１０７４ ４３７９１８ 湖北 １７３１６ ３４５７６２ ３５９９５３

河北 ３２５４５ ３２３３５２ ３４３８０９ 湖南 １６００１ ３００６９１ ４４５４０７

山西 ２０８５９ ３８８０９４ １１６９０２ 广东 ３４１４２ ３６２４６８ ６２９４５４

内蒙古 ２５３４６ ３１７１３ ５４６８３２ 广西 １１２７ ２４７０４９ ３７７４６５

辽宁 ２３７４９ ３２３９６３ ４５４３７７ 海南 ２２６４ １１２１６ ４９８７０３

吉林 ７１３２ ２８５４８３ ４７０３８２ 重庆 ８８８９ ２７７５５ ５３８０３３

黑龙江 １１６１４ ２４６１５３ ５０６８５１ 四川 ２０７９１ ２８３９６９ ５６５４５２

上海 １１６９６ ２５１７９５ １９８９９４ 贵州 １０４２３ ２６５９０３ ４７４０２８

江苏 ３２５２６ ３７７３２５ ３９４８２８ 云南 １２１５８ ２３２５４２ １５０２４２

浙江 ２２３９３ ３６０５５４ ３３４６０５ 陕西 １３４７８ ３６６７５９ ２７２２１６

安徽 １３８７ ３０３４７５ ４０４１１１ 甘肃 ７８１８ ２６６０８４ １９０６９９６

福建 １３７１８ ３６９８３８ １２０２０３ 青海 ４２３５ ２７９４５３ ０２９３５３３

江西 ９６６５ ３５５７０２ ３６１９３ 宁夏 ７６４８ ３３９４６９ ２１５９３０１

山东 ４１３９ ３２２５８２１ １６１４３９７ 新疆 １８４９ ２８１７５１３ １８０４４３１

　　数据来源:中国统计年鉴

利用表３Ｇ２的数据对模型做 OLS估计,输入如下命令

．regyx１x２

如图３Ｇ３所示,回归方程为

y　̂
i＝－３０８７４＋５６６７xi１＋０２９９xi２

图３Ｇ３　回归结果
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该样本回归方程表示,地区能源消耗受产业结构和出口贸易的影响,产业结构中工

业增加值比重越大,能源消耗越多;同样,出口贸易额越大,能源消耗也越多.

本章小结

１．构建一元线性回归模型,为保证参数估计量具有良好的性质,设定随机误差项满

足零均值、同方差、无序列相关和正态分布的条件,以及解释变量的方差是一个非零的有

限值,即具有变异性,且与随机误差项不存在相关性等条件.

２．采用最小二乘法和矩估计法,估计一元线性回归模型的参数结果相同,参数估计

量在有限样本下具有线性、无偏性和有效性,满足这些性质的估计量称为BLUE估计量.

３．构建多元线性回归模型,类似于一元线性回归模型,设定随机误差项和解释变量

满足经典假定条件,与一元线性回归模型相比,增加一个解释变量不存在多重共线性的

假定.

４．采用最小二乘法和矩估计法,估计多元线性回归模型的参数结果相同,参数估计

量在有限样本的情况下满足线性、无偏性和有效性;在无限样本下的最小二乘估计量具有

渐近无偏性和一致性.

练习题

一、单选题

１ 下列模型中,属于变量线性的模型是(　　).

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A．y＝α＋β１x＋β２x２＋ε B．y＝Axα
１xβ

２eε

C．y＝α＋β１x１＋β２x２＋ε D．y＝α＋βx－２＋ε
２．最小二乘法使用的正规方程是(　　).

A．
∑ε　̂

i＝０

∑ε　̂
ixi＝０{ B．

∑(yi－y　̂
i)＝０

∑(yi－y　̂
i)x　

—＝０{

C．
∑(yi－y　̂

i)＝０

∑(yi－β０－β１xi)＝０{ D．
∑(yi－β０－β１xi)＝０

∑(yi－β０－β１xi)xi＝０{
３．在总体回归直线E(y)＝β０＋β１x 中,β１ 表示(　　).

A．当x 增加一个单位时,y 增加β１ 个单位

B．当x 增加一个单位时,y 平均增加β１ 个单位
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C．当y 增加一个单位时,x 增加β１ 个单位

D．当y 增加一个单位时,x 平均增加β１ 个单位

４．参数β的估计量β
　̂的有效性是指(　　).

A．Var(β
　̂)＝０ B．Var(β

　̂)为最小

C．β
　̂－β＝０ D．β

　̂－β为最小

５．模型lnYi＝lnβ０＋β１lnKi＋β２lnLi＋εi 中,β１ 的实际含义是(　　).

A．K 关于Y 的弹性 B．Y 关于K 的弹性

C．K 关于Y 的边际倾向 D．Y 关于K 的边际倾向

６．估计含有截距项的四元线性回归模型,残差平方和为∑ε　̂２
t＝７６２,样本容量T 是

３８,则随机误差项εt 的方差估计值σ̂２ 为(　　).

A．２００５ B．２２４１
C．２３０９ D．２１７７

二、不定项选择题

１．下列关于参数估计方法的说法中,错误的有(　　).

A．矩估计法通常采用样本矩去估计总体矩

B．最小二乘法可以看作为一种特殊的矩估计法

C．矩估计法和最小二乘法得到的参数估计量不同

D．矩估计法和最小二乘法得到的参数估计量相同

E．最小二乘法原则是使残差平方和最小

２．下列选项中,属于一元线性回归模型的经典假定的有(　　).

A．零均值 B．同方差

C．随机扰动项与解释变量相关 D．存在自相关假定

E．随机扰动项正态性

３．下列选项中,属于多元线性回归模型的经典假定的有(　　).

A．零均值假定

B．同方差和无自相关假定

C．随机扰动项与解释变量不相关假定

D．无多重共线性假定

E．正态性假定

４．在一元线性回归模型中,下列正确的是(　　).

A．Y　̂
i＝β

　̂
０＋β

　̂
１Xi B．Yi＝β

　̂
０＋β

　̂
１Xi＋ε　̂

i

C．Y　̂
i＝β

　̂
０＋β

　̂
１Xi＋ε　̂

i D．E(Yi)＝β０＋β１Xi

E．Yi＝β０＋β１Xi＋εi

５．下列回归模型中,Qd
i 和Qs

i 分别表示某正常商品的需求与供给量,Pi 表示该商品

价格、yi 表示收入,回归结果可能存在错误的有(　　).
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A．Qd
i ＝６８＋０６５yi－０３７Pi B．Qd

i ＝７２＋０８yi＋０６１Pi

C．Qd
i ＝７２－０８yi＋０６１Pi D．Qs

i＝１８２９＋０７５Pi

E．Qs
i＝１６２＋０６５Pi

６．在多元线性回归模型中,若某个解释变量与其余解释变量的相关系数接近于１,则

表明模型中存在(　　).

A．异方差性 B．序列相关

C．多重共线性 D．高拟合优度

E．内生性

三、问答题

１．在研究教育回报率的模型y＝β０＋β１x＋ε中,y 为某公司员工的工资(单位:元),

x 为员工的受教育年限(单位:年).

(１)从经济角度解释β
　̂
０,β

　̂
１.

(２)如果被解释变量员工的工资y 单位变为百元,截距和斜率是否有变化? 如有变

化,请说明如何变化.

２．在研究女性受教育程度与生育率关系的模型ki＝β０＋β１edu＋ε中,ki表示妇女所

生孩子的数目,edu表示该妇女受教育的年限,ε是随机误差项.那么ε中包含了什么样

的因素? 它们可能与受教育程度相关吗?

３．在消费函数con
　∧

＝β０
　︿＋β１

　︿inc中,收入的边际消费倾向(MPC)就是斜率β１
　︿,利用对

３００个家庭的月收入(单位:元)和消费(单位:元)的观测,得到如下方程:

con
　∧

＝２３９＋０８５３inc,　R２＝０７９２

结合方程中的截距项、斜率系数的符号和大小,分析其经济含义.

４．采用某地区５９６个家庭的调查数据,研究子女教育的影响因素,方程如下:

edu
　∧

＝１２８９－００８９chi＋０１２７par
N＝５９６,　R２＝０６８３

其中,edu是受教育年限,chi是家庭孩子的个数,par是父母受教育的平均年数.
(１)解释家庭孩子的个数chi对受教育年限的影响.
(２)假设一个人是独生子女,父母平均接受了１２年的教育,预计其可接受的教育年

数是多少?
(３)假设一个人有一个弟弟,父母平均接受了１５年的教育,预计其可接受的教育年

数为多少?

５．请根据表３Ｇ３中２０１８年中国旅游景区门票收入、旅游景区总数、客运量和居民人

均可支配收入数据,建立回归模型,分析旅游景区总数、客运量和居民人均可支配收入等

对旅游景区门票收入的影响.
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表３Ｇ３　２０１８年中国旅游景区门票收入和居民人均可支配收入等相关数据

地区 旅游景区门票收入/亿元 旅游景区总数/个 客运量/万人 居民人均可支配收入/元

北京 １７１０ ２５４ ５８９３４７０ ６２３６１２２

天津 ９１４ １０４ １７４５０３１ ３９５０６１５

河北 ２１８３ ４２０ ４７３４５６５ ２３４４５６５

山西 １９２６ ２０４ ２３８３７３９ ２１９９０１４

内蒙古 ８９２ ３８６ １３２６８３０ ２８３７５６５

辽宁 ３７８０ ４５４ ７１３４２９０ ２９７０１４５

吉林 ８５８ ２４４ ３１９５６２１ ２２７９８３７

黑龙江 １００９ ４５１ ３１５６７７９ ２２７２５８５

上海 ２２６３ １１３ １５８４４６１ ６４１８２６５

江苏 ６６２６ ６３０ １２０６１１９６ ３８０９５７９

浙江 ８６５７ ８０６ ９８３８０１５ ４５８３９８４

安徽 ４９７１ ６１３ ６３３４６５８ ２３９８３５８

福建 ２８１３ ３４１ ４８１０５１３ ３２６４３９３

江西 ５１３２ ４０７ ６０６８５６８ ２４０７９６８

山东 ９３５８ １２９２ ６７４３３４６ ２９２０４６１

河南 ５２８９ ５１１ １１０４２０９０ ２１９６３５４

湖北 ４８０９ ４１５ ９８３５００２ ２５８１４５４

湖南 ６０２９ ４３８ １０６６７９６２ ２５２４０７５

广东 ６６５５ ３８１ １４２１４４４７ ３５８０９９０

广西 ２９８０ ５０７ ４７９３０８１ ２１４８５０３

海南 １６７５ ５３ １４３８２８９ ２４５７９０４

重庆 ２０５０ ２３９ ６０５８７４４ ２６３８５８４

四川 ４９５９ ５６５ ９８５６８７７ ２２４６０５５

贵州 ３５１３ ３５９ ９３０２４７３ １８４３０１８

云南 ２８８６ ２３３ ４１４８４３０ ２００８４１９

西藏 １９８ １１６ １３９９４７ １７２８６０６

陕西 ４１８５ ４５４ ７１５８２９７ ２２５２８２６

甘肃 １２９５ ２９８ ４２１８５４９ １７４８８３９

青海 ６０１ １１０ ６４４２７４ ２０７５７２６

宁夏 ４０５ ８０ ６１３６８７ ２２４００４２

新疆 １５１２ ４４６ ２１２０４２４ ２１５００２４

　　数据来源:«中国旅游数据库»«中国宏观经济数据库».
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６．请证明下列结论.
(１)最小二乘法的残差与解释变量不相关,即Cov(ε　̂

i,xi)＝０.

(２)最小二乘法残差与被解释变量估计值不相关,即Cov(ε　̂
i,y　̂

i)＝０.

(３)最小二乘法yi 拟合值的平均数等于其样本观测值的平均数,即y　̂
　—
＝y　

—.

７．请收集２０１９年我国农村与城市居民人均消费支出Y 与可支配收入X 的地区数

据,进行回归分析.利用计量软件分别估计城市、农村居民人均消费支出与可支配收入的

线性回归模型,写出表达式,解释估计结果的实际含义,并进行对比分析.
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