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􀪋　 　 数学教育作为一门学科，始于 ２０ 世纪初，至今不过一百多年。 １９０８ 年成

立国际数学教育委员会，数学教育成为国际性的事务。 但是在第二次世界大战

之前，数学教育的研究只限于各国的“数学教学大纲”“数学教学计划”等文件

的交流，尚无数学教育的理论著作问世。 第二次世界大战结束之后，数学教育

进入一个迅猛发展的时期，各种数学教育的著作大量出现。 但是，真正形成数

学教育理论形态的研究并不多，似乎只有弗赖登塔尔和波利亚两位的工作得到

比较广泛的承认。 心理学家皮亚杰倡导的建构主义学说，对数学教育有很大影

响。 中国的“双基”数学教育，积累了丰富的经验。 以上四个方面，将在本章分

四节加以叙述。

第一节　 弗赖登塔尔的数学教育理论

弗赖登塔尔（Ｈａｎｓ Ｆｒｅｕｄｅｎｔｈａｌ，１９０５—１９９０）是世界著名数学家和数学教育

家。 他曾经是荷兰皇家科学院的院士和数学教育研究所所长，专长为李群和拓

扑学。 １９６０ 年以后，研究重心转向数学教育。 在 １９６７ 年至 １９７０ 年期间任“国
际数学教育委员会”（ＩＣＭＩ）主席。 在他的倡议下，召开了第一届“国际数学教育

大会”，简称 ＩＣＭＥ。 在 ＩＣＭＥ 上，他倡导数学教育研究要像研究数学一样，以科

学论文的形式交流研究心得，即前人做了什么，我发现了什么，证据是什么，并有

详细的文献支持，因而使数学教育研究不再只停留在经验交流的水平上。 这是

一个大的变革，中国数学教育正在逐渐适应这场具有历史转折的进步。 他一生

为国际数学教育事业作出了巨大贡献。 尤其令人敬佩的是，即使在 ８０ 岁高龄

时，他依然在不断地思考着数学教育中的问题，关心着孩子们的成长和发展。
１９８７ 年，已经 ８２ 岁的弗赖登塔尔应华东师范大学的邀请在上海讲学两周，以后

又顺访北京。 １９９０ 年弗赖登塔尔去世。 他在中国讲学的讲稿 Ｒｅｖｉｓｉｔｉｎｇ Ｍａｔｈｅ⁃
ｍａｔｉｃｓ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ（Ｃｈｉｎａ Ｌｅｃｔｕｒｅ）于 １９９４ 年在荷兰出版。 １９９４ 年有中文译本。



对于数学教育，弗赖登塔尔有他自己独到的认识，并出版了许多数学教育理

论著作。 他的主要观点在《作为教育任务的数学》《除草与播种》以及《数学教育

再探》中有系统阐述，其中《作为教育任务的数学》是一个总体的叙述，另外两本

是更加具体的分析。
总体上讲，弗赖登塔尔所认识的数学教育有五个主要特征：
● 情境问题是教学的平台；
● 数学化是数学教育的目标；
● 学生通过自己努力得到的结论和创造是教育内容的一部分；
● “互动”是主要的学习方式；
● 学科交织是数学教育内容的呈现方式。
这些特征又可以用三个词来加以概括———现实、数学化、再创造。
１． 现实

弗赖登塔尔认为，数学来源于现实，存在于现实，并且应用于现实，而且每个

学生有各自不同的“数学现实”。 数学现实不等同于客观现实，而是学生从客观

现实中抽象、整理出来的数学知识及其现实背景的总和。 数学教师的任务之一

是帮助学生构造数学现实，并在此基础上发展他们的数学现实。 因此，在教学过

程中，教师应该充分利用学生的认知规律、已有的生活经验和数学的实际，灵活

处理教材，根据实际需要对原材料进行优化组合。 这也就是弗赖登塔尔常常说

的“数学教育即是现实的数学教育”。
关于情境问题，弗赖登塔尔认为，数学教育要引导学生了解周围的世界，周

围的世界应该是学生探索的源泉，而数学课本从结构上应当从与学生生活体验

密切相关的问题开始，发现数学概念和解决实际问题，实现数学化。
情境问题与传统数学课本中的例子有相通之处，即它们都被用来作为引入

数学概念和理解数学方法的基础。 区别之处在于，传统的数学课本一般都按照

科学的体系展开，不大重视属于学生自己的一些非正规的数学知识的作用。 而

弗赖登塔尔所倡导的情境问题则是直观的、容易引起想像的数学问题，隐含在这

些数学问题中的数学背景是学生熟悉的事物和具体情境，而且与学生已经了解

或学习过的数学知识相关联，特别是要与学生生活中积累的常识性知识和那些

学生已经具有的、但未经训练和不那么严格的数学体验相关联。
在运用“现实的数学”进行教学时，必须明确认识以下几点：
第一，数学的概念、数学的运算法则以及数学的命题，归根结底都是来自于

现实世界的实际需要，是现实世界的抽象反映和人类经验的总结。 因此，数学教

学内容来自于现实世界。 把那些最能反映现代生产、现代社会生活需要的最基

本、最核心的数学知识和技能作为数学教育的内容。
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第二，数学研究的对象，是现实世界同一类事物或现象抽象而成的量化模

式。 而现实世界事物、现象之间又充满了各种各样的关系和联系。 从而，数学教

育的内容就包括数学与外部的联系以及数学内部的内在联系。 就中学数学教学

内容来讲，不能只考虑代数、几何、三角之间的联系，还应该研究数学与现实世界

各种不同领域的外部关系和联系。 如与日常生活、工农业生产、货币流通和商品

生产经营以及其他学科等联系。
第三，社会需要的人才是多方面的，不同层次、不同专业所需的数学知识不

尽相同。 因而，数学教育应为不同的人提供不同层次的数学知识。 也就是说，不
同的人需要不同的“现实的数学”。 数学教育所提供的内容应该是学生的各自

的“数学现实”，即“学生自己的数学”。 通过“现实的数学教学”，学生就可以通

过自己的认知活动，构建自己的数学观，促进数学知识结构的优化。
２． 数学化

什么是数学化呢？ 弗赖登塔尔认为，人们在观察、认识和改造客观世界的过程

中，运用数学的思想和方法来分析和研究客观世界的种种现象并加以整理和组织

的过程，就叫做数学化。 说简单点，数学地组织现实世界的过程就是数学化。
一提到数学化，人们就会联想到数学教学的“科学性”和“严谨性”，感觉到

它距离我们很遥远。 实际上，数学化是一个由浅入深，具有不同层次、不断发展

的过程。 一般来讲，数学化的对象，一是数学本身；二是现实客观事物。 对数学

本身的数学化，就是深化数学知识，或者使数学知识系统化，形成不同层次的公

理体系和形式体系。 对客观世界的数学化，形成了数学概念、运算法则、规律、定
理，以及为解决实际问题而构造的数学模型等。

事实上，在高等学校里，数学系的学生要学普通物理，物理系的学生要学高

等数学。 研究化学反应时，把参加反应的物质的浓度、温度等作为变量，用方程

表示它们的变化规律，通过方程的“稳定解”来研究化学反应。 这里不仅要应用

基础数学，而且要应用“前沿上的” “发展中的”数学。 不仅要用加减乘除来处

理，而且要用复杂的“微分方程”来描述。 研究这样的问题，离不开方程、数据、
函数曲线、计算机等。 正是各门科学数学化到一定程度，它们才得以发展到一个

又一个新的阶段。 不仅如此，正如苏联数学家格涅坚科（Б．В．Гнеденко）所说，当
今的世界“不仅仅是科学在数学化，而且绝大多数实践活动也在数学化”，“我们

的时代是知识数学化的时代”。
既然任何数学分支都是数学化的结果，各门科学的发展都有数学化的功劳，

那么在数学教育过程中，让学生学会数学地思考与研究各种现象，形成数学的概

念、运算的法则，构造数学模型，经历一个数学化的过程，也就是理所当然的事

了。 正如弗赖登塔尔所说：“数学教学必须通过数学化来进行。”
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学习“数学化”，并不是不要数学学科的“科学性”和“严谨性”。 在现实数学

教育者的眼里，学习者从一个具体的情境问题开始到得出一个抽象数学概念的

教育全过程就是数学化的过程，学生对数学的“再发现”就是“数学化”。
需要强调的是，数学化是一个过程，是一个从问题开始，由实际问题到数学

问题，由具体问题到抽象概念，由解决问题到更进一步应用的教育全过程，而不

是方程、函数等具体的数学素材。 传统数学课本是“教给”学生数学现成结果的

教材，最容易忽略的就是过程。 把数学化作为数学课本内容的一部分，是要使课

本成为学生自己去“发现”一些已有数学结果的辅导书。 通过一个充满探索的

过程去学习数学，让已经存在于学生头脑中的那些非正规的数学知识和数学体

验上升发展为科学的结论，从中感受数学发现的乐趣，增进学好数学的信心，形
成应用意识、创新意识，从而达到素质教育的目的。

具体说来，现实数学教育所说的数学化有两种形式：一是实际问题转化为数

学问题的数学化，即发现实际问题中的数学成分，并对这些成分作符号化处理；
二是从符号到概念的数学化，即在数学范畴之内对已经符号化了的问题作进一

步抽象化处理。
对于前者，基本流程是：
（１） 确定一个具体问题中包含的数学成分；
（２） 建立这些数学成分与学生已知的数学模型之间的联系；
（３） 通过不同方法使这些数学成分形象化、符号化和公式化；
（４） 找出蕴涵其中的关系和规则；
（５） 考虑相同数学成分在其他数学知识领域方面的体现；
（６） 作出形式化的表述。
对于后者，基本流程是：
（１） 用数学公式表示关系；
（２） 对有关规则作出证明；
（３） 尝试建立和使用不同的数学模型；
（４） 对得出的数学模型进行调整和加工；
（５） 综合不同数学模型的共性，形成功能更强的新模型；
（６） 用已知数学公式和语言尽量准确地描述得到的新概念和新方法；
（７） 作一般化的处理、推广。
不过，通过“数学化”得到一个新的数学概念之后，还需要对已经得到的概

念、模型、技巧作进一步的整理和把握，即解释和说明得出的结果；讨论新模型或

方法的适用范围；回顾、总结和分析已经完成的数学化过程；应用。
可以看到，一个现实情境所提供的信息是现实数学教育的基础。 而情境问
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题与数学化又是结合在一起的。 在“一浪接一浪”的数学化进程中，学习者经历

了一个又一个由现实的情境问题到数学问题，由不那么严格的数学体验到严格

的数学系统，由数学的“再发现”到数学的具体应用。
３． 再创造

学生“ 再创 造 ” 学 习 数 学 的 过 程 实 际 上 就 是 一 个 “ 做 数 学 ” （ ｄｏｉｎｇ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ）的过程，这是目前数学教育的一个重要观点。 它强调学生学习数学

是一个经验、理解和反思的过程，强调以学生为主体的学习活动对学生理解数学

的重要性，强调激发学生主动学习的重要性，并认为“做数学”是学生理解数学

的重要条件。 弗赖登塔尔说的“再创造”，其核心是数学过程再现。 这就要求教

师“设想你当时已经有了现在的知识，你将是怎样发现那些成果的；或者设想一

个学生学习过程得到指导时，他是应该怎样发现的”。 教师不能简单地放手不

管，由学生本人把学的东西自己去发现或创造出来。 教师的任务是引导和帮助

学生去进行这种再创造的工作。
需要特别注意的是，弗赖登塔尔的数学教育理论不是“教育学＋数学例子”

式的论述，而是抓住数学教育的特征，紧扣数学教育的特殊过程，因而有“数学

现实”“数学化”“数学反思” “思辨数学”等诸多特有的概念。 他的著作多数根

据自己研究数学的体会，以及观察儿童学习数学的经历而写成，思辨性的论述比

较多。 于是有人批评说弗赖登塔尔的数学教育理论缺乏实践背景和实验数据。
其实，他的许多研究成果尚未被大家仔细研究。

第二节　 波利亚的解题理论

数学学习者大多都有过这样的经历：一道题，自己百思不得其解，而老师却

给出了一个绝妙的解法。 这时候，我们最想知道“老师是怎么想出这个解法

的”，如果这个解法不是很难，我们也许会问“自己完全可以想出，但为什么我没

有想到呢？”这就需要研究“解决数学问题”的规律。
美籍匈牙利数学家乔治·波利亚（Ｇｅｏｒｇｅ Ｐｏｌｙａ，１８８７—１９８５）在该领域做出

了许多奠基性的工作。 波利亚是法国科学院、美国科学院和匈牙利科学院的院

士，１８８７ 年出生在匈牙利，青年时期曾在布达佩斯、维也纳、哥廷根、巴黎等地攻

读数学、物理和哲学，获博士学位。 １９１４ 年在苏黎世著名的瑞士联邦理工学院

任教。 １９４０ 年移居美国，１９４２ 年起任美国斯坦福大学教授。 他一生发表两百多

篇论文和许多专著。 他在数学的广阔领域内有精深的造诣，对实变函数、复变函

数、组合论、概率论、数论、几何等若干分支领域都做出了开创性的贡献，一些术
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语和定理都以他的名字命名。 由于他在数学教育方面所取得的成就和对世界数

学教育所产生的影响，在他 ９３ 岁高龄时，还被 ＩＣＭＥ 聘为名誉主席。
《怎样解题》（１９４４）、《数学的发现》（１９５４）和《数学与猜想》（１９６１）这三本

书就是他智慧的结晶。 这些书被译成很多国家的文字出版，其中《怎样解题》一
书被译成 １７ 种文字，仅平装本就销售了一百万册以上。 著名数学家范·德·瓦

尔登 １９５２ 年 ２ 月 ２ 日在瑞士苏黎世大学的会议致词中说：“每个大学生，每个学

者，特别是每个老师都应该读读这本引人入胜的书。”
１． 波利亚的数学教育观

在从事数学研究、亲自编写教材、开展教师培训的过程中，波利亚形成了自

己的数学教育观。 即便是几十年后的今天，展卷细读波利亚的教育思想，仍新鲜

如昨，如沐春风。
波利亚认为，中学数学教育的根本目的是“教会学生思考”。 “教会学生思

考”意味着数学教师不只是传授知识，还应努力发展学生运用所学知识的能力，
他应该强调技能、技巧、有益的思考方式和理想的思维习惯。 而为了教会学生思

考，教师在教学时，要遵循学习过程的三个原则（这也可看作教学过程的三个原

则），即主动学习，最佳动机，循序渐进。
主动学习。 “学东西的最好方式是发现它”，“亲自发现能够在你脑海里留

下一条小路；今后一旦需要，你便可以再次利用它。”因而，教师应该“尽量让学

生在现有条件下亲自发现尽可能多的东西。”思想应在学生头脑里产生，教师则

只起助产士的作用。 最佳动机。 为了使学习富有成效，学生应该对学习倍感兴

趣并且在学习活动中寻求欢乐。 最佳的刺激应该是对所学知识的兴趣。 另外，
还可以在学生做题之前，让他们猜测学习的结果。 在科学家的工作中，猜想几乎

是证明的先导。 循序渐进。 学习过程是从行动和感知开始的，进而发展到词语

和概念，以养成合理的思维习惯而结束。 学习的第一个过程是探索，它联系着行

动和感知，并且是在直觉和启发的水平上发展的。 第二个阶段是阐明，包括引进

术语、定义、证明等，提高到概念的水平上。 第三个阶段是吸收，即把所学的知识

都在头脑里消化了，然后吸收到自己的知识系统中来，扩大智力的范围。 以上三

项原则应该贯穿到教师的日常工作中，这有助于他们成为更好的教师。
波利亚建议，要成为一名好的数学教师，必须具备两方面的知识，一是数学

内容的知识。 一般中学数学教师最大的缺陷在于，他没有主动完成数学工作的

经验。 二是数学教学法的知识。 具体而言，正如下面要介绍的“怎样解题”表一

样，波利亚给数学教师提出了“十条建议”。
（１） 对自己的科目要有兴趣；
（２） 熟知自己的科目；
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（３） 懂得学习的途径，学习任何东西的最佳途径是亲自独立地发现其中的

奥妙；
（４） 努力观察学生的面部表情，察觉他们的期望和困难，设身处地地为学生

考虑；
（５） 不仅要传授知识，还要传授技能技巧，培养思维方式及科学的工作

习惯；
（６） 让学生学会猜想问题；
（７） 让学生学会证明问题；
（８） 从手头上的题目中寻找出一些可能用于解今后题目的特征，揭示出存

在于具体情况下的一般模式；
（９） 不要把你的全部秘诀一下子倒给学生———让他们猜测一番，然后再讲

给他们听———让他们独立地找出尽可能多的东西；
（１０） 启发问题，而不要填鸭式地塞给学生。
２． 波利亚关于解题的研究

为了回答“一个好的解法是如何想出来的”这个令人困惑的问题，波利亚专

门研究了解题的思维过程，并把研究所得写成《怎样解题》一书。 这本书的核心

是他分析解题的思维过程得到的一张“怎样解题”表（见表 ３－１），并以例题表明

这张表的实际应用。 书中各部分基本上是配合这张表的，也可以说是对该表的

进一步阐述和注释。 在这张包括“了解问题”“拟订计划”“实行计划”和“回顾”
四大步骤的解题全过程的解题表中，对第二步即“拟订计划”的分析是最为引人

入胜的。 他指出，寻找解法实际上就是“找出已知数与未知数之间的联系，如
果找不出直接联系，你可能不得不考虑辅助问题，最终得出一个求解计划”。
波利亚认为，“对你自己提出问题是解决问题的开始”，“当你有目的地向自己

提出问题时，它就变作你的问题”。 “假使你能适当地应用这些问句和提示来问

你自己，它们可以帮助你解决你的问题。 假使你能适当地应用同样的问句和提示

来问你的学生，你就可以帮助他解决他的问题”。 他还把寻找并发现解法的思维

过程分解为五条建议和 ２３ 个具有启发性的问题，它们就好比是寻找和发现解法

的思维过程的“慢镜头”，使我们对解题的思维过程看得见、摸得着。

表 ３－１　 波利亚提供的“怎样解题”表

　 第一步， 必须了解
问题

了解问题

△　 未知数是什么？ 已知数是什么？ 条件是什么？
△　 可能满足什么条件？
△　 画一个图，引入适当的符号。
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续表

　 第二步，找出已知数
和未 知 数 间 的 关 系。
假使你不能找出关系，
就得考虑辅助问题，最
后应想出一个计划

拟订计划

△　 你以前曾见过它吗？
△　 你知道什么与此有关的问题吗？
△　 注视未知数！ 试想出一个有相同或相似的未知数的熟

悉的问题。
△　 这里有一个与你有关而且以前解过的问题，你能应用

它吗？
△　 你可以改述这个问题吗？ 回到定义！
△　 你若不能解这个问题，试先解一个有关的问题。 你能想

出一个更容易着手的有关问题么？ 一个更一般的问题？
一个更特殊的问题？ 一个类似的问题？ 你能解问题的
一部分吗？

△　 你用了全部条件吗？

　 第三步， 实行你的
计划

实行计划

△　 实行你的解决计划，校核每一个步骤。

　 第四步，校核所得的
解答

回顾

△　 你能校核结果吗？ 你能校核论证吗？
△　 你能用不同的方法得出结果吗？
△　 你能应用这结果或方法到别的问题上去吗？

　 　 波利亚的“怎样解题”表的精髓是启发你去联想。 联想什么？ 怎样联想？
这可以通过一连串建议性或启发性问题来加以回答。 “你以前见过它吗？ 你是

否见过相同的问题而形式稍有不同？ 你是否知道与此有关的问题？ 你是否知道

一个可能用得上的定理？ 看着未知数！ 试指出一个具有相同未知数或相似未知

数的熟悉的问题。 这里有一个与你现在的问题有联系且早已解决的问题，你能

不能利用它？ 你能利用它的结果吗？ 你能利用它的方法吗？ 为了能利用它，你
是否应该引入某些辅助元素？ 你能不能重新叙述这个问题？ 你能不能用不同的

方式重新叙述它？ ……”
波利亚说，他在写这些东西时，脑子里重现了他过去在研究数学时解决问题

的过程。 实际上是他研究解决问题时的思维过程的总结。 这正是数学家在研究

数学教育，特别是研究解题教学时的优势所在，绝非“纸上谈兵”。 仔细想一想，
我们在解题时，为了找到解法，实际上也思考过表中的某些问题，只不过不自觉，
没有意识到罢了。

从“怎样解题”表中，我们可以看出，其中的问句与提示是用来促发念头的。
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“有某种念头来开始着手工作，这是很大的优点”；“如果你有一个念头，你就够

幸运的了”；“如果你走运的话，你或许能找到另一个念头”；在这个过程中，至少

你会增进对问题的认识与理解；“或者在明显失败的尝试和一度犹豫不决之后，
突然闪出一个‘好念头’”。 真正糟糕的是，“我们根本就没有念头”，因为“想不

起什么念头，我们只有对问题感到疲倦的危险”。 这时，“任何一个可能指明问

题新方面的问题，都值得欢迎，因为它可以引起我们的兴趣，可以使我们继续工

作，继续思索。”
下面是实践波利亚解题表的一个示例，借以展示波利亚解题风格的心路

历程。
例　 给定正四棱台的高 ｈ，上底的边长为 ａ 和下底的边长为 ｂ，求正四棱台

的体积 Ｆ。 （学生已学过棱柱、棱锥的体积。）
讲解　 第一，了解问题。
问题 １：你要求解的是什么？
要求解的是几何体的体积，在思维中的位置用一个单点 Ｆ 象征性地表示出

来（图 ３－１）。

图 ３－１

问题 ２：你有些什么？
一方面是题目条件中给出的三个已知量 ａ，ｂ，ｈ；另一方面是已学过棱柱、棱

锥的体积公式，并积累有求体积公式的初步经验。 把已知的三个量添到图示处

（图 ３－２），就得到新添的三个点 ａ，ｂ，ｈ；它们与 Ｆ 之间有一条鸿沟，象征问题尚

未解决，我们的任务就是将未知量与已知量联系起来。

图 ３－２
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第二，拟订计划。
问题 ３：怎样才能求得 Ｆ？
由于我们已经知道棱柱、棱锥的体积公式，而棱台的几何结构（棱台的定

义）告诉我们，棱台是“用一个平行于底面的平面去截棱锥”，从一个大棱锥中截

去一个小棱锥所生成的。 如果知道了相应两棱锥的体积 Ｂ 和 Ａ，我们就能求出

棱台的体积

Ｆ＝Ｂ－Ａ。 ①

我们在图示上引进两个新的点 Ａ 和 Ｂ，用斜线把它们与 Ｆ 联结起来，以此表示这

三个量之间的联系（图 ３－３，即①式的几何图示）。 这就把求 Ｆ 转化为求 Ａ，Ｂ。

图 ３－３

问题 ４：怎样才能求得 Ａ 与 Ｂ？

依据棱锥的体积公式 Ｖ＝ １
３
ＳＨæ

è
ç

ö

ø
÷ ，底面积可由已知条件直接求得，关键是如

何求出两个棱锥的高。 并且，一旦求出小棱锥的高 ｘ，大棱锥的高也就求出，
为 ｘ＋ｈ。

我们在图示上引进一个新的点 ｘ，用斜线把 Ａ 与 ｘ，ａ 联结起来，表示 Ａ 能由

ａ，ｘ 得出，Ａ＝ １
３
ａ２ｘ；类似地，用斜线把 Ｂ 与 ｂ，ｈ，ｘ 联结起来，表示 Ｂ 可由 ｂ，ｈ，ｘ

得出，Ｂ＝ １
３
ｂ２（ｘ＋ｈ）（图 ３－４），这就把求 Ａ，Ｂ 转化为求 ｘ。

图 ３－４
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问题 ５：怎样才能求得 ｘ？
为了使未知数 ｘ 与已知数 ａ，ｂ，ｈ 联系起来，建立起一个等量关系，我们回忆

处理立体几何问题的基本经验，进行“平面化”的思考。 用一个通过高线以及底

面一边上中点（图 ３－５ 中，点 Ｑ）的平面去截两个棱锥，在这个截面上有两个相

似三角形能把 ａ， ｂ， ｈ， ｘ 联系起来 （转化为平面几何问题），由 △ＶＰＯ１ ∽
△ＶＱＯ２ 得

ｘ
ｘ＋ｈ

＝ ａ
ｂ
。 ②

这就将一个几何问题最终转化为代数方程的求解，解方程②便可由 ａ，ｂ，ｈ 表示

ｘ，在图示中便可用斜线将 ｘ 与 ａ，ｂ，ｈ 联结起来。 至此，我们已在 Ｆ 与已知数 ａ，
ｂ，ｈ 之间建立起了一个不中断的联络网，解题思路全部沟通。

图 ３－５

第三，实行计划。
作辅助线（过程略）如图 ３－５ 所示，由相似三角形的性质，得

ｘ
ｘ＋ｈ

＝ ａ
ｂ
，

解得

ｘ＝ ａｈ
ｂ－ａ

。

进而得两锥体的体积为

Ａ＝ １
３
ａ２ｘ＝ ａ３ｈ

３（ｂ－ａ）
，

Ｂ＝ １
３
ｂ２（ｘ＋ｈ）＝ ｂ３ｈ

３（ｂ－ａ）
，

得棱台体积为

Ｆ＝Ｂ－Ａ＝（ｂ３－ａ３）ｈ
３（ｂ－ａ）

＝ ａ２＋ａｂ＋ｂ２

３
ｈ。 ③

第四，回顾。
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（１） 正面检验每一步，推理是有效的，演算是准确的。 再作特殊性检验，令
ａ→０，由③式可得正四棱锥体的体积公式；令 ａ→ｂ，由③式可得正四棱柱体的体

积公式。 这既反映了新知识与原有知识的相容性，又显示出棱台体积公式的一

般性；既沟通了三类几何体极限状态间的知识联系，又可增进三个体积公式之间

联系的记忆。
（２） 回顾这个解题过程可以看到，解题首先要弄清题意，从中捕捉有用的

信息（如图 ３－２ 所示，有棱台，ａ，ｂ，ｈ，Ｆ 共 ５ 条信息），同时又要及时提取记忆

网络中的有关信息（如回想：棱台的定义、棱锥的体积公式、相似三角形的性质

定理、反映几何结构的运算、调动求解立体几何问题的经验积累等 ６ 条信息），
并相应将两组信息资源作合乎逻辑的有效组合。 这当中，起调控作用的关键

是如何构思出一个成功的计划（包括解题策略）。 由这一案例，每一个解题者

可以根据自己的知识经验各自进一步领悟关于如何制订计划的普遍建议或

模式。
（３） 在解题方法上，这个案例是分析法的一次成功应用，从结论出发由后往

前找成立的充分条件。 为了求 Ｆ，我们只需求 Ａ，Ｂ（由棱台体积到棱锥体积的转

化———由未知到已知，化归）；为了求 Ａ，Ｂ，我们只需求 ｘ（由体积计算到线段计

算的转化———由复杂到简单，降维）；为了求 ｘ，我们只需建立关于 ｘ 的方程（由
几何到代数的转化———数形结合）；最后，解方程求 ｘ，解题的思路就畅通了。 在

当初各自孤立而空旷的画面上（图 ３－１），形成了一个联结未知与已知间的不中

断网络（图 ３－５）。 书写只不过是循相反次序将网络图作一叙述。 这个过程显示

了分析与综合的关系，“分析自然先行，综合后继；分析是创造，综合是执行；分
析是制订一个计划，综合是执行这个计划”。

（４） 在思维策略上，这个案例是“三层次解决”的一次成功应用。 首先是一

般性解决（策略水平上的解决），把 Ｆ 转化为 Ａ，Ｂ 的求解（Ｆ＝Ｂ－Ａ），就明确了解

题的总体方向；其次是功能性解决（方法水平上的解决），发挥组合与分解、相似

形、解方程等方法的解题功能；最后是特殊性解决（技能水平上的解决），比如按

照棱台的几何结构作图、添辅助线找出相似三角形、求出方程的解、具体演算体

积公式等，是对推理步骤和运算细节作实际完成。
（５） 在心理机制上，这个案例呈现出“激活—扩散”的基本过程。 首先在正四

棱台（条件）求体积（结论）的启发下，激活了记忆网络中棱台的几何结构和棱锥的

体积公式。 然后，沿着体积计算的接线向外扩散，依次激活截面知识、相似三角

形知识、解方程知识（参见图 ３－１ ～图 ３－５）……直到条件与结论之间的网络沟

通。 这种“激活—扩散”的观点，正是数学证明思维中心理过程的一种解释。
（６） 在立体几何学科方法上，这是“组合与分解”的一次成功应用。 首先把
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棱台补充（组合）为棱锥，然后再把棱锥截成（分解）棱台并作出截面，这种做法

在求棱锥体积时曾经用过（先组合成一个棱柱、再分解为三个棱锥），它又一次

向我们展示“能割善补”是解决立体几何问题的一个诀窍，而“平面化”的思考则

是沟通立体几何与平面几何的一座重要桥梁。 这些都可以用于求解其他立体几

何问题，并且作为一般化的思想（化归、降维）还可以用于其他学科。
（７） “你能否用别的方法导出这个结果？”在信念上，我们应该永远而坚定

地作出肯定的回答，操作上未实现只是能力问题或暂时现象。 对于本例，按照化

棱台为棱锥的同样想法，可以有下面的解法。
如图 ３－６ 所示，正四棱台 ＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１ 中，联结 ＤＡ１，ＤＢ１，ＤＣ１，ＤＢ，将其

分成三个四棱锥 Ｄ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１，Ｄ－ＡＡ１Ｂ１Ｂ，Ｄ－ＢＢ１Ｃ１Ｃ，其中

ＶＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１
＝ １

３
ｂ２ｈ，

ＶＤ－ＡＡ１Ｂ１Ｂ
＝ＶＤ－ＢＢ１Ｃ１Ｃ（等底等高）。

为了求 ＶＤ－ＡＡ１Ｂ１Ｂ，我们联结 ＡＢ１，将其分为两个三棱锥 Ｄ － ＡＢＢ１ 与 Ｄ － ＡＡ１Ｂ１

（图 ３－７），因

Ｓ△ＡＡ１Ｂ１
＝ ｂ
ａ
Ｓ△ＡＢＢ１

，

图 ３－６
　 　 　 　 　 　 　

图 ３－７

故

ＶＤ－ＡＡ１Ｂ１
＝ ｂ
ａ
ＶＤ－ＡＢＢ１

，

但

ＶＤ－ＡＢＢ１
＝ＶＢ１－ＡＢＤ

＝ １
３
· １

２
ａ２ｈ＝ ａ

２

６
ｈ，

故

ＶＤ－ＡＡ１Ｂ１Ｂ
＝ＶＤ－ＡＢＢ１

＋ＶＤ－ＡＡ１Ｂ１

＝ ａ
２

６
ｈ＋ ｂ

ａ
·ａ２

６
ｈ
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＝ａ
２＋ａｂ
６

ｈ，

从而

ＶＡＢＣＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ
＝ＶＤ－ＡＡ１Ｂ１Ｂ

＋ＶＤ－ＢＢ１Ｃ１Ｃ
＋ＶＤ－Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１

＝ａ
２＋ａｂ
６

ｈ＋ａ
２＋ａｂ
６

ｈ＋ｂ
２

３
ｈ

＝ａ
２＋ａｂ＋ｂ２

３
ｈ。

（８） “你能不能把这一结果或方法用于其他问题？”能，至少我们可以由正

四棱台体积公式一般化为棱台体积公式（方法是一样的）。 注意到

ａ２ ＝Ｓ１，　 ｂ２ ＝Ｓ２，　 ａｂ＝ Ｓ１Ｓ２ ，

可得出一般棱台的体积公式为

Ｖ台 ＝ １
３
（Ｓ１＋ Ｓ１Ｓ２ ＋Ｓ２）ｈ。

“怎样解题”表就“怎样解题”“教师应教学生做些什么”等问题，把“解题中

典型有用的智力活动”，按照正常人解决问题时思维的自然过程分成四个阶

段———了解问题、拟订计划、实行计划、回顾，从而描绘出解题理论的一个总体轮

廓，也组成了一个完整的解题教学系统。 既体现常识性，又体现由常识上升为理

论（普遍性）的自觉努力。
这四个阶段中“实行计划”虽为主体工作，但较为容易，是思路打通之后具

体实施信息资源的逻辑配置，“我们所需要的只是耐心”；“了解问题”是认识、并
对问题进行表征的过程，是成功解决问题的一个必要前提；与前两者相比，“回
顾”是最容易被忽视的阶段，波利亚将其作为解题的必要环节而固定下来，是一

个有远见的做法，在整个解题表中“拟订计划”是关键环节和核心内容。
“拟订计划”的过程是探索解题思路的过程，波利亚建议分两步走：第一，努

力在已知与未知之间找出直接的联系（模式识别等）；第二，如果找不出直接的

联系，就对原来的问题作出某些必要的变更或修改，引进辅助问题。 为此，波利

亚又进一步建议：看着未知数，回到定义去，重新表述问题，考虑相关问题，分解

或重新组合，特殊化、一般化、类比等，积极激发思维，努力变化问题。 这实际上

是阐述和应用解题策略，并进行资源的提取与分配，基础是“过去的经验和已有

的知识”（也是一种解题力量）。
于是，这个系统就集解题程序、解题基础、解题策略、解题方法等于一身，融

理论与实践于一体。
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第三节　 建构主义的数学教育理论

建构主义（ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｉｓｍ）的教育理论，从哲学上看，乃是一种认识论。 它是

认知心理学的新发展，在教育学领域中具有方法论上的意义。
建构主义是一种关于人如何学习的理论，其中的三个最重要的认识论信

念是：
● 知识不是通过感官或交流被动获得的，而是通过认识主体的反省抽象①

来主动建构的。
● 学习者是带着个人的经验和已有的知识进入新的学习情景的，这些经验

和知识在新的学习中具有重要的作用。
● 学习是一个自我适应（同化与顺应）的过程。 儿童是在与周围环境相互

作用的过程中，逐步建构起关于外部世界的知识，从而使自身认知结构得到

发展。
基于上述三个信念，演变出了许多不同的建构主义理论，如以皮亚杰和凯里

（Ｋｅｌｌｙ）为代表的个体建构主义；以冯·格拉斯菲尔德为代表的激进建构主义；
以索鲁门（Ｊｏａｎ Ｓｏｌｏｍａｎ）为代表的社会建构论；以杰根（Ｋ􀆰 Ｊ􀆰 Ｇｅｒｇｅｎ）为代表的社

会建 构 主 义； 以 泰 勒 （ Ｐ􀆰 Ｃ􀆰 Ｔａｙｌｏｒ ） 为 代 表 的 批 评 建 构 主 义 和 以 科 本

（Ｗ􀆰 Ｗ􀆰 Ｃｏｂｅｍ）为代表的情境建构主义。
建构主义在数学教育中的应用起始于 ２０ 世纪的 ８０ 年代末，哥登（Ｇｏｌｄｉｎ，

１９９０）把它归结为六条教学原则：（１） 数学是一种人类创造或建构的产物，而不

是一种客观的真理；（２） 数学的意义是学习者自我建构的，而不是教师传授的；
（３） 数学学习的有效途径是通过有指导的发现、有意义的应用和问题解决；
（４） 数学学习需要深层次的评价，而不是简单的技能测验；（５） 课堂教学中最重

要的是创设有效的学习环境；（６） 教师教育的目标是让教师理解数学知识的建

构特征。 美国数学教师协会在 １９８９ 年出版的《中小学数学课程与评价标准》被
看作是建构主义的产物。

以下简要阐述建构主义理论涉及数学教育的一些论述。

一、 什么是数学知识

建构主义学说认为，数学知识并非绝对真理，即不是现实世界的纯粹客观的
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反映。 数学只不过是人们对客观世界的一种解释、假设或假说，并将随着人们认

识程度的深入而不断地变革、升华和改写，直至出现新的解释和假设。
举例来说，欧氏几何学中的点没有大小，边没有宽度。 但是，黑板上画的三

角形，线条却有宽度，也不笔直，都不是抽象的几何意义上的三角形。 每个人头

脑中的三角形的大小、形状是不一样的。 各人有各人对三角形的不同解释，但是

彼此能够理解。 这种几何学的三角形，只存在于人的头脑之中，是人的头脑主动

建构的结果。
学习有些数学内容，很像学习下象棋。 那些走棋的规则、输赢的判定，都不

是来源于现实，而是人们之间的一种约定。 作为一种约定的数学，也只能靠主观

建构。
这就是说，人脑不是“照相机”，数学知识经过了人脑的加工，在很大程度上

是人的思维的产物。 马克思主义认识论一向主张“能动的反映论”，反对“机械

反映论”。
但是，一部分建构主义学者认为，数学知识依个人的主观认识而定，任何知

识在为个体接受之前，对个体来说是没有什么意义的，也无权威可言。 人的认识

是否符合客观现实，是不能检验的，也不必要检验。 这就会导向“不可知论”。
实际上，经过人们反复实践的检验，现实世界是可以认识的，科学真理（包括数

学真理）确实是现实世界的反映。 人的能动性反映在于对客观真理的发现、整
理、抽象、组织和系统化。 如果听信某些极端建构主义学者的观点，就会走向主

观唯心主义，需要注意分辨。

二、 什么是数学理解

既然建构主义学说认为“数学知识不可能以实体的形式存在于个体之外”，
那么真正的理解只能是由学习者自身基于自己的经验背景而建构起来。 理解，
取决于个人特定情况下的学习活动过程，否则就是死记硬背或生吞活剥，是被动

的复制式的学习。 按照建构主义的观点，数学课本上的知识，只是一种关于某种

现象的较为可靠的解释或假设，并不是解释现实世界的“绝对参照”。
建构主义在这里强调“学生是学习的主体”。 学生的理解只能由学生自己

去进行，而且要通过对新知识进行分析、检验和批判才能真正做到理解。 这无疑

是正确的。 例如，三角形内角和为 １８０°，可以量一量就相信了。 但是，要真正理

解它，则必须批判用“量”的论证方法是不严密的，通过平行公理推论之后，才是

可靠的数学结论。 批判之后才会有真正的“理解”。 因而，现在教科书中，用量

一量的办法来说明三角形内角和定理的正确性，只不过是一种“解释”而已，不
是绝对参照。
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建构主义的有些观点，我们需要进行分析。 例如，一些学者认为，任何知识

在为个体接受之前，对个体来说没有什么意义，也无权威可言。 所以，教学不能

把知识作为预先决定了的东西教给学生，不要以我们对知识的理解方式来作为

让学生接受的理由，用社会性的权威去压服学生。 依照这种观点，完全排除了人

类积累的知识的权威性，否定“接受性”学习，否定教科书的重要性，否定教师的

主导作用，那就会走向主观唯心的误区。

三、 儿童如何学习数学

建构主义者认为，学习有两种方式：一种是复制式（ ｔｒａｎｓｃｒｉｐｔｉｖｅ），另一种是

建构式（ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅ）。
建构主义教育理论批评以前的数学教学，只是通过教师讲授、学生练习，最

后用测试手段检查学生是否掌握就完了。 这种教学法假定学生能在自己头脑中

建立教师观念的完整的复制品。 然而，事实是，儿童常常出现系统错误和误解，
其原因在于他们不能建构地理解数学，因而执行了不正确的演算过程。

建构主义学者还通过大量案例分析发现：儿童入学前就发展了许多非形式

数学知识，这些知识对儿童来说很有意义，也很有趣味；非形式数学常常是主动

建构而不是被动接受的。 儿童入学后才学习用符号写成的形式数学。 然而研究

表明，“儿童常常不按照教师的方式去做数学。”也就是说，儿童不只是模仿和接

受成人的策略和思维模式，他们要用自己经验中已有的数学知识去过滤和解释

新信息，以致同化它。 如果儿童看不出教师所呈现的信息和他们已有的数学知

识之间的联系，那么，教师的讲授如对牛弹琴。
比如，美国有一个学生，认为“６ 是奇数”，理由是“６ 可以写成 ２×３，而 ３ 是奇

数，所以 ６ 是奇数”。 这就是说，这位学生有他自己关于“奇数”的定义，他根据

自己学习数学的经验，用自己的方式理解数学。 这表明，我们只是按照教师自己

理解的方式，强迫学生接受是不可取的。
建构主义的这些观点，当然有一定的道理。 数学教学应该符合学生的年龄

特征、知识基础以及个性特点。 教学不能不顾教学对象盲目施教。 但是，大多数

学生的数学基础、思维习惯、认知规律还是相仿的，有共同的一般规律。 这是学

校教学的主要依据。 个别教育可以做一些，但要和班级的集体教学互相配合与

补充，完全否定集体教学也是不对的。

四、 教师如何开展课堂教学

目前大多数学校里的教学程序是：复习（介绍性地）、讲解新课、课堂练习

（个别）。 这种教学法受到建构主义者的批评。 他们认为，传统教学方式不仅不
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能向学生提供使用高认知水平技能的场所，而且容易使学生产生误解（ｍｉｓｃｏｎｃｅｐ⁃
ｔｉｏｎ）。

建构主义强调，儿童并不是空着脑袋进入学习情境中的。 儿童和成人（专
家）对同一数学观念的理解有很大差别，基于不同体验和材料，观念具有不同的

形式。 但是，人们的主观建构是不可知的。 教师无法确切地知道学生的建构是

怎么样的。 我们能够做的是相互交流，尽可能找到一部分的共同点。 正如前面

提到的下象棋一样，数学规则的掌握，也是依靠交流，彼此遵守一些约定，能够寻

求某些共识。 具体做法包括：（１） 通过使用的语言、选择的参照、选取的例子来

评估他们结构之间的一致性；（２） 通过考虑那些内在一致的结构之间的表面水

平来评估另一个人的建构能力。 不管他们表面形式多么不同，教师必须尽可能

考虑学生的建构，以便提供有效的合理的指导。
这样一来，数学教师就不能无视学习者的已有知识经验，简单地从外部对学

习者进行“填灌”，而应把学习者原有的知识经验作为新知识的生长点，引导学

习者从原有的知识经验中，生长新的知识经验。 在建构主义的课堂上，教师不

应仅仅作为知识的呈现者，也不是知识权威的象征，而应该重视学生自己对各

种现象的理解，倾听他们的看法，思考他们这些想法的由来，并以此为据，引导

学生丰富或调整自己的解释。 总之，教学不是教师简单地告诉学生就可以奏

效和完成的。
与传统教学的三个假设相对应的，建构主义指导下的课堂教学是基于如下

三个基本假设：
教师必须建立学生理解的数学模式，教师应该建立反映每个同学建构状况

的“卷宗”，以便判定每个学生建构能力的强弱；
教学是师生、生生之间的互动；
学生自己决定建构是否合理。
根据上述教学目的和假设，一个数学教师在建构主义的课堂上要做以下六

件事：
● 加强学生的自我管理和激励他们为自己的学习负责；
● 发展学生的反省思维；
● 建立学生建构数学的“卷宗”；
● 观察且参与学生尝试、辨认与选择解题途径的活动；
● 反思与回顾解题途径；
● 明确活动、学习材料的目的。
这些都说明，教师要关注学生的思想以及他们对自己研究的问题建构的数

学意义，鼓励学生提出多种解题的方式，寻求对别人解法的理解，承担发现和改
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正错误的责任。 为了适应建构主义指导下的数学教学，教师必须理解学生的数

学现实、理解人类思考数学的现实、理解教学现实。
这样的教学方式，完全是个性化的教学，符合自主探索、创新的学习诉求。

但是，这样的教学如果取消了班级授课和共同练习，不再进行集体检测和评价，
教学效率就会降低。 因此，实际上是否可行，值得怀疑。

五、 谨慎地吸收建构主义的合理成分

我们要再次提出，建构主义确实对人的认识过程，包括学生的学习过程进行

了认识论的分析，具有一定的科学价值。 但是，正如我们前面所提到的那样，建
构主义在哲学上具有主观唯心主义的成分，在如何将建构主义运用到数学教学

时，更有一些过分极端的提法。 例如，在美国的《数学论坛》网站（ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．
ｍａｔｈｆｏｒｕｍ．ｃｏｍ）上对“什么是建构主义”的回答是：

“学生需要对每一个数学概念构造自己的理解，使得‘教’的作用不再是演

讲、解释，或者企图去‘传送’知识，而是为促使学生进行心智建构创设学习环境

和条件。 这种教学方法的关键，是将每一个数学概念按皮亚杰的知识理论分解

成许多发展性的步骤，这些步骤的确定要基于对学生的观察和谈话。”
按照这样的定义，教师不要演讲了，也不能传送知识了，教师只要创设环境

让学生去建构就行了。 于是，教师在课堂上的“主导作用” “示范作用”不再提

了，教师只能是旁观的“组织者、合作者、引导者”。 这样的提法是有害的。
事实上，我们同样主张“学生是学习的主体”。 从来拒绝“学生头脑是一只

空桶，可以往里面注入知识”的说法。 俗话说“师傅领进门，修行在个人”，也是

这个意思。 但是，教师有传承前人经验的任务，教师在课堂上赋有“传授”知识

的任务，也具有主导课堂教学的责任。 所需要的是，教学应当运用启发式，符合

学生主体认识的规律。
此外，建构主义毕竟只是一种认识论。 但是教学过程不能等同于认识论。

认识论研究只关注如何认识事物，却不管认识的速度和效率，而教学则是有目

的、有计划、按照“课程标准”目标实行的班级集体认识活动。 数学课程的目标，
是要把几千年来人类积累的数学知识的基础部分，在短短的十来年中让学生学

习并能理解和掌握。 这需要很高的教学效率。 但是，建构主义教学任凭学生的

兴趣，自由摸索，却根本不谈认识效率。 没有效率的教学是走不远的。
总之，对于建构主义学说，我们应当吸取其中的精华，拒绝一些“极端的”

“唯心的”成分，才能真正有助于我国的教育改革。
以下是一些参考文献

［１］ 郑毓信，等．认知科学，建构主义与数学教育．上海：上海教育出版
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社，１９９８．
［２］ 徐斌艳．数学教育展望．上海：华东师范大学出版社，２００１．
［３］ Ｇｏｌｄｉｎ，Ｇ．Ａ．：１９９０，Ｅｐｉｓｔｅｍｏｌｏｇｙ，ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｉｓｍ，ａｎｄ ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｉｎ

ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， ｉｎ Ｒ． Ｂ． Ｄａｖｉｓ， Ｃ． Ａ． Ｍａｈｅｒ ａｎｄ Ｎ． Ｎｏｄｄｉｎｇｓ （ ｅｄｓ．）， Ｊｏｕｒｎａｌ ｆｏｒ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ ｉｎ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｍｏｎｏｇｒａｐｈ Ｎｏ． ４：Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｉｓｔ Ｖｉｅｗｓ ｏｎ ｔｈｅ
Ｔｅａｃｈｉｎｇ ａｎｄ Ｌｅａｒｎｉｎｇ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｕｎｃｉｌ ｏｆ Ｔｅａｃｈｅｒｓ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，
ｐｐ．３１－４７，Ｒｅｓｔｏｎ，ＶＡ．

第四节　 数学教育的中国道路

清末民初，我国从西方引进基础教育的数学课程体系。 一百多年来，兼收并

蓄，博采众长，逐渐形成了一条具有中国特色的数学教育道路。 进入 ２１ 世纪，中
国数学教育已经成为世界同行关注的一个焦点。 中国数学教育正在大步走向世

界。 这一节，我们将探讨数学教育中国道路的形成，研究其基本理念，总结我国

数学课堂教学有别于西方的主要特征。

一、 中国数学教育道路的基本内涵

辛亥革命以来的一百年，乃是追赶西方文明的一百年。 数学教育也是如此。
我们先学日本，辗转引进赫尔巴特的教育学说。 继之崇尚欧美，包括美国杜威的

进步主义教育。 １９４９ 年建国之后，又曾全面学习苏联（一个数学超级大国）的经

验。 实行改革开放政策之后，更是全方位地引进欧美数学教育理念。 可以说，世
界上没有哪一个国家，像中国这样，既具有悠久的数学教育文化积淀， 又能全方

位地从包括苏联和美国在内的国外数学教育吸取营养。
世界认识中国数学教育，是从中学生参加国际数学奥林匹克竞赛开始的。

从 １９８９ 年开始，中国在多数年份获得这一项竞赛的总分第一，为世界瞩目。 至

于中国数学教育大面积的状况，则以 １９８９ 年的国际教育测试 ＩＡＥＰ（Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
Ａｓｓｅｓｓｍｅｎｔ ｏｆ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｏｇｒｅｓｓ）为肇始。 在那次周密组织的抽样测试中，中国

大陆 １３ 岁学生的数学成绩以 ８０ 分的正确率位居第一，领先于第二位的韩国和

中国台湾（７３ 分）。 中国上海参加国际 ＰＩＳＡ 测试，２００９ 年和 ２０１２ 年数学成绩连

续居于第一位。
这一现象，很自然地引起国外教育界对中国数学教育的关注。 １９９６ 年，曾

在香港任教的澳大利亚著名学者维金斯和别格斯合著的《Ｔｈｅ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｌｅａｒｎｅｒ》，
提出了一个问题：“为什么华人学习者能够取得优良的学习成绩， 但是他们的教
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学过程却看起来非常陈旧？”①这就是所谓的“中国学习者悖论”。 西方学者无法

理解，为什么教育经费投入严重不足的中国，却能够取得优良的国际测试成绩？
为什么中国数学教育方式看起来属于死记硬背一类，中小学生却能够在数学理

解上超过他们的国外同辈？ 西方发达国家建立了许多数学教育理论，固然能够

揭示一些数学认知的普适规律，但却无法解释中国数学教育所取得的成就，因而

称之为“悖论”。
实际上，中国数学教育能够有成功的一面，并不是不能解释的“悖论”。 只

是由于没有系统地研究中国数学教育的特殊道路，因而无法加以解释而已。
这里，我们不妨回忆一位老教育家的真知灼见。 华东师范大学刘佛年教授

这样说过：
我从旧中国的教育看到新中国的教育， 经历过几十年来的风风雨雨。 教育

无非是两种。 一种是讲授式，教师以高水平、启发式的讲解，让学生容易接受。
代表人物是赫尔巴特、夸美纽斯和苏联的凯洛夫。 另一种是活动式，创设情境，
让学生在活动中探索，主动地获得知识。 代表人物是杜威。 两者各有长短。 那

么我们中国应该采取什么态度呢？ 那就是兼容并包，不能走极端。②

这就是说，兼容并包，把国际上的各种优秀教育理念，综合地进行理论分析

和实践检验，中国数学教育已经走出了一条具有东方智慧的道路。
那么，现代中国数学教育如何定位？ 数学教育的“中国道路”应该怎样表

述？ 我们不妨作如下的概括：
中国数学教育，以人的全面发展理论为指导，继承中国几千年来的优秀教育

传统，采取兼容并包，博采众长、扎根本土、勇于实践的态度，进行了百年实践。
中国数学教育特色的核心是：“在良好的数学基础上谋求学生的数学发

展。”这里的“数学基础”主要是数学基础知识和基本技能以及三大数学能力（数

学运算能力、空间想象能力、逻辑思维能力）；数学发展是指：注重基本数学活动

经验的积累，提高学生用基本数学思想方法分析问题和解决问题能力，促进学生

在德、智、体等各方面的全面发展。 这一内涵，现在简称为“四基”数学教育。
中国数学教育避免走极端。 主张教师主导作用与学生主体性的辩证统一，

打好基础与创新发展的有效平衡，接受性学习和探究性学习的适度对接，数学思

维中理解与熟练的交互影响，数学学科知识与教学知识的有机结合。
与此相应的教学方式突出“数学内容本质的理解”。 其主要特征包括，数学
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①

②

Ｄ．Ｗｉｔｋｉｎｓ ＆ Ｊ．Ｂｉｇｇｓ： Ｔｈｅ Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｌｅａｒｎｅｒ． Ｃｕｌｔｕｒａｌ， Ｐｓｙｃｈｏｌｏｇｉｃａｌ ａｎｄ Ｃｏｎｔｅｘｕａｌ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓ． ＣＥＲＣ ＆
ＡＣＥＲ． Ｈｏｎｇ Ｋｏｎｇ，１９９６．

摘自凤凰网：２０１１ 年 １０ 月 １５ 日发布的凤凰视频《华东师大名师云集，入选新中国首批重点高

校》（ｈｔｔｐ： ／ ／ ｖ．ｉｆｅｎｇ．ｃｏｍ ／ ｎｅｗｓ ／ ｓｏｃｉｅｔｙ ／ ２０１１１０ ／ ｅ３ｃ５７ｂｃｂ－８１０ｃ－４５ａ８－ｂ１ｄ２－ｆｂ６２３４６３ｅａ９６．ｓｈｔｍｌ）



新知的导入教学，数学尝试教学，教师主导下的师班互动教学，数学变式教学，以
及数学思想方法教学等。

我们将在下面进一步论述数学教育中国道路的理念和特征。

二、 中国数学教育道路的文化背景

中国的数学教育，重视基本知识和基本技能的教学，并坚持在此基础上谋求

学生的全面发展。 形成这样的理念绝非偶然，这是几千年来中华文明发展的必

然结果。
首先是农耕文化的影响。 中国历史上，从天子亲耕，皇后亲蚕，到循吏劝农，

无非就是要调动农民的生产积极性，使农民勤于生产。 中国农民在田地里的辛

勤劳动美德，为中国读书人提供了“勤奋”的榜样。 勤劳的美德移到教育上来，
就是强调“苦读”。 精耕细作的勤奋，反映在数学教育上，就会倡导熟能生巧，要
求背诵“九九表”，熟悉算法，注重解题。

其次是儒家文化中的演绎思考的影响。 儒家学说在整体上作为演绎体系呈

现。 这就是说，儒家经典相当于公理；大学问家的注释，相当于由公理出发进行

的推理；读书人写八股文章，只是将公理和推理拼接起来的一个作业。 因此，在
学术逻辑架构上，数学和儒家并不发生抵触。 事实上，清朝统治者从来没有害怕

过西方数学，更没有反对过西方数学。
第三是考试文化对数学教学具有正面和负面的作用。 正面作用是：激励机

制，明确方向；重视基础，鼓励书面表达，完美准确地给出答案。 负面作用在于功

利主义倾向，如“书中自有黄金屋”“学而优则仕”等等。
第四是考据文化对数学教育的影响。 清代中叶以戴震、阮元等为代表的考

据学派，注重证据的考证研究方法，与数学的逻辑严谨性十分接近。 考据学派中

的相当一部分人都是数学家，并非偶然。
最后则是中华教育文化的影响。 其中既有“教学相长”“温故知新”“举一反

三”“诲人不倦”“传道、授业、解惑”等经典传统的影响，也包括“熟能生巧” “台
上一分钟、台下十年功”“师父领进门、修行在个人”等民间俗谚的影响。

以上这些文化背景，已经深入到中国广大数学教育工作者的血液之中，成为

支配自己教育行为的一项指针。

三、 中国数学教育道路的历史形成

中国的现代数学教育和整个教育的前进步伐一样，一方面以实事求是和兼

容并包的方式，吸取国际上的优秀经验；另一方面又按照固有教育文化传统的浸

润，进行本土化的改造。 这一进程共分四个阶段：
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第一阶段（１９１１—１９４９），引进国外各种不同的教育学说，以及 ２０ 世纪初国

际数学教育改革的进展信息，初建中国数学教育。
第二阶段 （１９４９—１９６６），在学习苏联的环境下，经过 １９５８ 年教育革命的曲

折，总结自己的实践经验，初步形成了中国数学教育的特色。
第三阶段（１９６６—２０００），对“文革”十年的拨乱反正，引进欧美教育理论，提

出素质教育。 中国数学教育坚持“双基数学教学”，开创数学思想方法的教学。
第四阶段 （２０００—　 ）新世纪的课程改革自上而下地提出“自主、探究、合

作”的教学模式，通过不断地实践、辩论、调整，《义务教育数学课程标准（２０１１ 年

版）》获得了适度的平衡，倡导“四基”数学教学。
中国的数学教育一直处在改革的漩涡之中。 确实，要前进就必须改革。 但

是，教育改革不能折腾。 这方面我们既有正面的经验，也有反面的教训。 以下让

我们聚焦于几个重要的数学教育事件。
１． 关于杜威教育学说对数学教育的影响

约翰·杜威（ Ｊｏｈｎ Ｄｅｗｅｙ，１８５９—１９５２）是美国进步主义教育运动的代表。
１９１９ 年，杜威来华访问，足迹遍及 １４ 个省市。 “五四”前后，杜威的实用主义教

育思想是当时最重要的教育思潮。 影响之大，超乎寻常①。
杜威的学生、美国教育家克伯屈（Ｗ．Ｈ．Ｋｉｌｐａｔｒｉｃｋ）提出“设计教学法”，帕克

赫斯特（Ｈ．Ｈ．Ｐａｒｋｈｕｒｓｔ）倡导“道尔顿制”、华虚朋（Ｃ．Ｗ．Ｗａｓｈｂｕｒｎｅ）则有“文纳

特卡制”等具体的教学模式。 帕克赫斯特、克伯屈、华虚朋本人还先后于 １９２５ 年

７ 月、１９２７ 年 ３ 月和 １９３１ 年 ２ 月访问中国，宣传他们的教育理论和方法。 杜威

的一些学生先后在北京、南京、上海、苏州等地开办了一些实验学校②。
但是，中国教育家对杜威教育思想和教学实验进行了筛选，抵制了其中的一

些错误做法。 我国近现代著名教育家廖世承，对南京东南大学附中的道尔顿制

实验，与普通班进行对比研究，写成的《东大附中道尔顿制实验报告》一书。 结

论是：
优点方面，道尔顿制较能适应学生个性；教员可以因此经常与学生接触；劣

等学生可多得指导的机会；大多数学生因之而增加自动的能力。 缺点是费时；不
经济；练习簿先后交免不了抄袭；懒惰者不易督促。 困难在于因学生学程前后参

差不齐，有时牵动太多，不免增加教师与办事人员的困难；教师特别费力、费时。
……道尔顿制的特色“在自由与合作”，但根据我国具体条件很难实行，“班级教

学虽然有缺点，但也有它的特色”。
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①
②

单中惠．杜威教育思想与近代中国教育［Ｊ］ ．教育史研究，２００２，（１） ．
单中惠． 杜威在中国［Ｎ］．中国教育报，２００７－０６－１５（４）．



这一报告，显示了杜威的实用主义教育理论在教学层面并不成功。 １９２６ 年

以后，中国的道尔顿制实验热潮急速衰退，名噪一时的道尔顿制实验从此偃旗

息鼓①。
杜威的实用主义教育，只认可满足日常生活需要的“消费数学”，全盘排斥

充满理性精神的古希腊数学，甚至根本否认中小学课程包含“几何学”“代数学”
的必要性。

克伯屈原是一位数学教师，后来投入杜威门下。 他在 ２０ 世纪 ２０ 年代曾有

两段十分惊人的话：“就日常生活中的思维类型而言，数学害大于利。 现有中学

的代数学和几何学的学习不应继续下去”；“我们过去教的代数和几何，不是太

少，而是太多了”②。 克伯屈在中国演讲中甚至明确地说：“有许多科目，例如代

数、几何、论理学学科，若不是为了升学起见，完全无用。 宜选用适合中国国情的

课程”③。 这种排斥几何学的观点，受到中国数学教育界的抵制。
傅种孙先生（１８９８—１９６２）是民国时期中国数学教育的领袖人物。 ２０ 世纪

２０ 年代初，傅种孙曾在北师大附中兼课。 钱学森回忆说：“听傅（种孙）老师讲几

何课，使我第一次懂得了什么是严谨科学”④。
美国实用主义教育对数学教育的歧视，也受到我国著名数学家陈建功的批

评与调侃⑤：
哥伦比亚大学教育学教授司内屯竟这样说：“‘消费者的数学’———算术的

一部分———自然人人所必需不可以省略，但是中学校的代数和几何，未必人人所

必需，不必作为正科，应改为随意科（选修课）。 至于数学的陶冶价值，几乎无穷

小”……我们于此可以断言：美国数学教育的特色，是在培养“小市民性”。 美国

的数学教科书，是富于小市民的实用性和学习心理的色彩。
仔细寻味可知，这些把数学仅仅用于消费性商业、为小市民服务的错误主

张，正是杜威的实用主义教育观念所派生出来的。 所幸的是，我国虽然曾经大规

模推行杜威的实用主义教育，却没有完全跟着走。 数学教育课程没有沦落为

“小市民性”的消费数学。
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①

②

③
④
⑤

汤才伯．现代教育宗师，办教育者楷模———纪念我国著名教育家、心理学家廖世承诞辰 １２０ 周年

［Ｎ］．文汇报，２０１２－０６－１１（“文汇学人”专栏）．
Ｗ．Ｈ． Ｋｉｌｐａｔｒｉｃｋ 的一份报告，题为“Ｔｈｅ Ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ Ｓｅｃｏｎｄａｒｙ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ”，Ａ ＲＥＰＯＲＴ

ＯＦ ＴＨＥ ＣＯＭＭＩＳＳＩＯＮ ＯＮ ＴＨＥ ＲＥＯＲＧＡＮＩＺＡＴＩＯＮ ＯＦ ＳＥＣＯＮＤＡＲＹ ＥＤＵＣＡＴＩＯＮ， ＡＰＰＯＩＮＴＥＤ ＢＹ ＴＨＥ⁃
ＮＡＴＩＯＮＡＬ ＥＤＵＣＡＴＩＯＮ ＡＳＳＯＣＩＡＴＩＯＮ ．（《中学教育中的数学问题》，来自由全国教育协会聘请的中学教

育重组委员会的报告．）ＷＡＳＨＩＮＧＴＯＮ ＧＯＶＥＲＮＭＥＮＴ ＰＲＩＮＴＩＮＧ ＯＦＦＩＣＥ． ＢＵＬＬＥＴＩＮ，１９２０，Ｎｏ．１．
胡教异，张鸣新．中国当前之教育问题［Ｊ］ ．教育杂志，１９（５，６）．
祁淑英，魏根发．钱学森［Ｍ］．石家庄：花山文艺出版社，１９９７：１５．
陈建功．二十世纪的数学教育［Ｊ］ ．中国数学杂志，１９５２（２） ．



２． 关于学习“苏联”数学教育的得与失

２０ 世纪 ５０ 年代初，全面向苏联学习是国策之一，数学教育自不例外。 初期

的学习不免带有盲目的教条主义地照搬的缺陷。 例如，苏联的中小学学制是 １０
年，而我们的学制则是 １２ 年。 １９４８ 年东北人民政府教育部编译的苏联中小学

数学教科书，除个别文字改动之外，将 １０ 年的内容全盘翻译过来作为我国 １２ 年

的教学内容，这显然是不正确的。
但是，苏联的数学教材，秉承赫尔巴特学派的教育理念，追随培利改革运动，

实践 Ｆ．克莱因的先进数学教育主张。 较之我国此前选用的来自英美的中学数学

教材，显得更加系统、严谨、精练。 这里我们仅以译自美国的《范氏大代数》和苏

联教材作一比较，就会感觉到彼此的重大差异。
１９５１ 年《范氏大代数》还在高中使用。 高中的内容是：
基本演算，一元一次方程。 联立一次方程系。 除法变形。 有理整式之因式。

最高公因式和最低公倍式。 有理分式。 对称函数。 二项式定理。 开方。 无理

数、根式与分指数。 二次方程式，二次方程之讨论，极大与极小。 用二次方程可

解之方程。 联立方程能以二次方程解之者。 不等式。 不定一次方程式。 比及比

例。 变数法。 等差级数，等比级数，调和级数。 递差法，高阶等差级数，插入法

（删），对数。 排列及组合。 多项式定理。 可能率。 算学归纳法。 方程论。
这里，函数称为“变数法”仅占很小比例，而且只是一种方法而已，没有放在

中心地位。 整体上还是反映了“以方程为纲”的思想。 相比之下，苏联数学教材

在初中就引入“函数”概念，介绍函数的三种表示，具体研究正比例函数和反比

例函数。 高中则加强函数教学，突出指数函数、对数函数、三角函数的教学，这些

现在看来很自然的处理，在 ２０ 世纪 ５０ 年代却是一个根本的转变，一次数学思想

上的革新。
总的来说，学习苏联数学教育使得我国的数学教育跟上了国际数学教育的

前进步伐，培育了严谨、理性的学术风格；数学教学十分注意基础知识和基本技

能的教学，强调逻辑思维、加强直观教学、重视联系实际。 这些教学经验为以后

数学“双基”教学的形成奠定了基础。
至于开始时全盘照搬苏联的教育体制和课程教材的做法，我们自己很快就

纠正了。 例如，苏联凯洛夫《教育学》的主张，我们开始时是全盘接受的。 但是，
不过十年光景，到了 １９５８ 年开展教育革命，就开始批判凯洛夫的《教育学》了。
当时提出的口号是“教育为无产阶级政治服务，与生产劳动相结合”。 既然是

“革命”，就要全盘否定此前的教育体系。 于是，提出打倒欧家店（欧几里得）；开
门办学把学校办到工厂、农村，以劳动代替学习。 “破除师道尊严”，鼓励由学生

编教材。 否定知识系统性，主张从生产实际和生活实际中进行教学。 这时的数
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学教育，出现了“公社数学”“车间数学”等名目。 学生在生产劳动中学习数学，
几何证明等理性思维内容全部废弃。 甚至提倡学生编教材。 这些做法，已经和

苏联的凯洛夫的主张决裂。 在某种程度上，倒是和以学生为中心、教育即社会的

杜威教育主张有所契合。
“文革”十年动乱，是又一次更大的折腾，内容依然是批判“教师中心”“书本

中心”“课堂中心”，实际上倡导的是“学生中心”“活动中心”“生产中心”。 算术

变成算账，几何变成画线，代数改为配置农药等。 １９７９ 年开始拨乱反正，回到动

乱之前。 １９６３ 年的大纲再次成为数学教学的指导性文件。 总之，建国的前 ３０
年，是在“折腾”中吸收苏联数学教育之长，又摒弃其缺点，兼收并蓄实行本土化

的过程。 “文革”以后经过拨乱反正，倡导数学素质教育，数学教育的中国道路

逐渐形成。 ２１ 世纪初进行的课程改革，又引起了一场争论，经过十年实践达到

了新的平衡（详见本书第六章）。
由以上的几个案例可见，中国数学教育在动荡中不断地寻求科学合理的中

间地带，形成适度的均衡。 任何偏激的做法都是行不通的。

四、 中国数学教育秉承的基本理念

数学教育和其他学科教育一样，都需要处理好一些基本的关系。 在这些关

系上，东方和西方的见解不尽相同。 大体上是各执一端，都具有一定的片面性。
在实践中，需要及时、适度的调整，取得平衡。 中国数学教育，面对这些相互矛盾

又相互依存的关系，兼容并包地形成了自己的一些认识。 这些认识是：
● 教师主导与学生主体的辩证统一

● 打好基础与创新发展的有效平衡

● 数学思维中熟练与理解的交互作用

● 接受性学习与自主探究学习的适度对接

● 数学学科知识与教学知识的有机结合

以下我们分别加以论述。
１． 教师主导与学生主体的辩证统一

数学教学和所有教学过程一样，最基本关系是教师与学生的关系。 赫尔巴

特的经典教学理论，主张“教师中心”，杜威进步主义教育理论则主张“学生中

心”，彼此各执一端。 现代中国的教学理论则兼容并包，力求辩证统一的认识。
一个比较完整的提法是：“在尊重教师主导作用的同时，更加注重培育学生的主

动精神，鼓励学生的创造性思维。”（胡锦涛在两院院士大会的讲话。 ２００６）
在我国，教师在教学过程中是否起关键作用，早先并无大的争执。 多年来，

我们在教学中一向主张“学生是学习的主体”。 按照马克思的能动的反映论，也
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从来反对“学生头脑是一只空桶，可以往里面注入知识”的说法。 教师有传承前

人经验、赋有“传授”知识的任务，也具有主导课堂教学的责任。 与此同时，教学

应当运用启发式，使得教学符合学生主体认识的规律。 可是，当 ２０ 世纪 ９０ 年代

引进建构主义教育理念之后，由于对其无原则地追捧，才形成了否定教师主导作

用的思潮。
然而，建构主义只是一种认识论。 认识论研究只关注如何认识事物，怎么认

识深刻就怎么去做，却不管认识的速度和效率。 至于教学过程，则是有目的、有
计划的，按照数学课程标准的目标要求实行的班级集体认识活动。 数学课程的

目标，是要把几千年来人类积累的数学知识的基础部分，在短短的 １０ 来年中让

学生学习并能理解和掌握，这需要很高的教学效率。 建构主义教学任凭学生的

兴趣所至，自由摸索，不谈认识效率，因而是走不远的。
中国的主流教育观念，仍然认为教师应起主导作用，也就是领导（ｌｅａｄｉｎｇ）和

支配（ｄｏｍｉｎａｎｔ）的作用。 韩愈《师说》中的“传道、授业、解惑”，尽管一些教育家

认为这是以“教师为中心”的理念，应当废弃。 但从社会层面看，这一论述仍然

是民众的共识。
２． 打好基础与创新发展的有效平衡

基础与创新是一个恒久的话题。 近代的数学教育历史表明，重大的数学教

育改革，往往是以强调“打好基础”，还是强调“提倡创新”为线索展开。 例如美

国先是在 ２０ 世纪 ６０ 年代搞“新数学”运动，强调发现创新；失败后在 ２０ 世纪 ７０
年代主张“回到基础”；２０ 世纪 ８０ 年代提出“问题解决”，再次倡导创新发展；
２００８ 年，美国总统任命的一个数学教育研究小组，经过两年的调查研究，正式公

布的一项文件，题目是“为了成功需要基础”①。 这是美国的“翻烧饼”式折腾。
中国的情况也差不多。 １９５８ 年“大跃进”，提出“教育与生产劳动相结合”

的教育革命，把课堂搬到车间田头；１９６０ 年则回到“数学双基教学”。 随后的“文
革”年代，又将几何学改为“画线制图”，最后由于缺乏系统的知识，削弱了基础，
２０ 世纪 ８０ 年代经过拨乱反正，又回到基础。

中小学教育是基础教育，要使学生在良好的基础上谋求发展。 创新需要以

坚实的基本知识和基本技能为基础，而建立基础又需要创新精神引领。 因此，打
好基础和谋求发展，正如鱼和熊掌，必须兼得。 事实上，“优质教育 ＝坚实基础＋
发展创新”。 我们反对“在花岗岩基础上盖茅草房”，也反对“在沙滩上盖高楼大

厦”。 如果要说中国数学教育与欧美国家有什么区别，最显著的特征之一在于
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对基础的态度。 流光溢彩的上层建筑往往掩盖了朴实无华的基础，以致在提倡

创新的时候，往往会忽略基础的重要性。 伟大的智者常常提醒我们要重视基础。
牛顿说“如果说我看得比别人更远些，那是因为我站在巨人的肩膀上。”巨人的

肩膀，就是牛顿创新的基础。
华罗庚先生这样论述基础的重要性：
“有人说，基础、基础，何时是了？ 天天打基础，何时是够？ 据我看来，要真

正打好基础，有两个必经的过程：即‘由薄到厚’和‘由厚到薄’的过程。 ‘由薄到

厚’是学习接受的过程，‘由厚到薄’是消化、提炼的过程。”
“经过由薄到厚和由厚到薄的过程，对所学的东西做到懂，彻底懂，经过消

化的懂，我们的基础就算是真正地打好了，有了这个基础，以后的学习速度就可

以大大加快，这个过程也体现了学习和科学研究上循序渐进的规律。”
吴文俊先生则认为：
“我非常赞成和推崇‘推陈出新’这句话。 有了陈才有新，不能都讲新，没有

陈哪来新！ 创新是要有基础的，只有了解得透，有较宽的知识面，才会有洞见，才
有底气，才可能创新！”①

两位数学大师的论述表明，学生的创新，主要在于把“陈”了解得透，把“厚
书”读“薄”。

３． 数学思维中熟练与理解的交互作用

西方的数学教育讲究理解，认为熟练的演算和解题没有什么价值。 但是中

国的教育名言是“熟能生巧”，认为要创新，必须熟练。 两者的强调重点不同。
事实上，熟练和理解之间具有交互作用，两者是相辅相成的。

熟练需要必要的记忆，大多数中国教师认为要“先记忆，然后逐步理解它”。
比如，虽然孩子们不理解为什么钢琴的指法练习要这样规定，但必须先记住它，
然后再逐渐地理解它。 与之相仿，我们起先并不了解语法，仅仅依靠记忆和模仿

来学说母语。 在中国的小学里，快速而精确地进行整数、小数和分数的计算，是
一道靓丽的风景。

熟练才能提高效率。 数学“双基”教学的一个重要理念是：为了提高数学思

考的效率，我们必须有足够的计算速度。 实践表明，必要的心算速度，能节省工

作记忆的空间，以支持更高水平的数学思考。
熟能生巧是中国的教育古训，中国的一些著名科学家和数学家都能认同。

其中的原因值得思考。
２００４ 年 ９ 月 １３ 日，物理学大师杨振宁在清华大学给本科生讲“基础物理”，
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再次引发了学术界对“基础课”的重视。 杨振宁有句话说：“对于基本概念的理

解要变为直觉。”这是对“熟能生巧”的一种现代诠释。 杨振宁的这句话告诉我

们，对基本概念的理解，只做到说得清、道得明，会判别对象是否符合概念定义那

是不够的。 理解要达到“直觉”的程度，就要做到：无须停顿下来思考，就能够不

假思索地做出判断。
２００４ 年 １１ 月 １１ 日，数学大师陈省身接受中央电视台记者的采访。 面对成

功，陈省身说他只是熟能生巧而已。 陈省身进一步阐述说：
所有这些东西一定要做得多了，比较熟练了，对于它的奥妙有了解，就有意

思，所以比方说在厨房里头炒菜，炒个木须肉，这个菜炒了几十年以后，才能了解

得很清楚。 数学也是这样子，有些工作一定要重复，才能够精，才能够创新，才能

做新的东西。
这就是说，从事数学研究，必须对研究的内容非常熟悉。 一旦有一个思想火

花，就会觉得眼前一亮，觉察出它与现存的认识有别，随即迅速思考，进行突破。
如果基础不牢，就难以识别一些微小的变化，找到打开创新之门的缝隙。 这是一

个由“重复”到“精”再到“新”的过程。 学习数学何尝不是如此？ 掌握一种数学

思想方法，不能刚刚接触一个概念，就在那里讲创新。 必须弄熟弄透，快速计算，
走向理解。 当然，这里的“熟”，不仅是滚瓜烂熟的“烂熟”，而是透彻理解的“精
熟”。 熟能生巧，是和刻苦钻研分不开的。

４． 接受性学习与自主探究学习的适度对接

耶鲁大学华裔教授蔡美儿的《虎妈战歌》，激起了东西方教育文化差异的热

议。 究其实质，无非是“家长严厉管制、孩子被动接受”和“家长宽松管理、孩子

自主成长”的理念争执。
看东方：严管、纪律、苦读、作业、考试、技能、成绩，结果是善于自律具有文化

修养的人（也可能只是善于考试、缺乏创意）。
看西方：自主、兴趣、选择、愉快、探究、创意，结果是善于思考具有创新精神

的人（也可能导致放纵自流、虚度青春）。
数学教育，需要使得接受性学习和自主探究教学方式得到均衡发展。 中小

学课程里有大量的基本技能训练要求，在一开始时无法说清为什么要这样做，只
能当作平台接受下来。 例如初中的“有理数运算”法则、幂、指数，以及有理式的

四则运算规则，合并同类项、配方、因式分解等技能，都需要先接受下来，以后慢

慢消化理解。
就因式分解而论，为什么要将一个多项式分成两个多项式的乘积？ 这在一

开始是无法说明白的。 我们只能从“和差化积” “积化和差”这种哲学上的“互
逆”机制上加以解释。 只是到了求解一元二次方程时才显示出，将一个二次三
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项式分解为两个一次式的乘积就可以求出两个根。 其作用才得到初步显现。 这

就是说，在教学过程中，先知其然而后再知其所以然，是不可避免的事情。 中国

数学教育，要求教师善于用启发式的方法让学生有意义地、某种程度上是被动接

受地进行学习；与此同时，适度地提倡探究性学习，使二者得到有效平衡。
５． 数学学科知识与教学知识的有机结合

在数学专业与教育修养的关系上，一般地说，中国强调教师的数学素养，而
西方更强调教师的教育素养。 中国数学老师认为数学是本体。 我们常说“要给

学生一杯水，自己就要有一桶水”。 所谓“一桶水”就是指教师要有高标准的数

学理解。 在学科和教育两者之间，学科是本位的。 教什么永远比怎么教更重要，
就像吃什么比怎样吃（刀叉还是筷子）更重要一样。 这种认识一直受到一些教

育家的批评，但是我们仍然坚持着。
马立平博士的名著《小学数学的掌握与教学》①，将中国和美国小学教师关

于数学理解的不同作了比较。 这里让我们摘引书中“引言”中的一段话，以及一

个令人惊异的案例。
中国学生在数学能力国际比较研究中明显地优于美国。 然而相矛盾的是，

中国教师接受的数学教育却远远少于美国教师。 大部分的中国小学教师只接受

过 １１ 到 １２ 年的中小学教育———他们完成初中学习后，到师范学校学习两到三

年。 相反，大部分的美国教师接受 １６ 到 １８ 年的正规教育———获得大学的学士

学位，再进行一到两年的后继学习。
中国教师在开始他们的教学生涯时，对数学的理解就要比美国的教师好。

他们对所教数学内容的理解，以及同样重要的对初等数学的教学方式的理解，在
他们整个的职业生涯中继续不断加深。 的确，大约 １０％的中国教师，尽管缺乏正

规教育，却仍然表现出对数学的深刻理解，而这些是美国教师极其缺乏的。
设想你正在教分数除法。 为了让孩子理解意义，许多教师尝试把数学和其

他的事物联系起来。 我曾问：“为了教
１３
４
÷ １
２
，怎么样的故事或模型较好？”我为

美国老师对这个问题的回答感到特别震惊。 极少有教师能给出正确的回答。
１００ 多位职前教师、新教师以及有经验的教师中的绝大部分，虚构出的故事是表

示了
１３
４
× １
２
，或者是

１３
４
÷２。 其他的许多教师还编不出来。

这些访谈让我想起，当时我作为一个上海的小学生是如何学习分数除法的。

４７ 第三章　 数学教育的基本理论

① Ｌｉｐｉｎｇ Ｍａ．Ｋｎｏｗｉｎｇ ａｎｄ Ｔｅａｃｈｉｎｇ Ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ： Ｔｅａｃｈｅｒｓ’ Ｕｎｄｅｒｓｔａｎｄｉｎｇ ｏｆ Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ｉｎ Ｃｈｉｎａ ａｎｄ ｔｈｅ Ｕｎｉｔｅｄ Ｓｔａｔｅｓ［Ｍ］．Ｌａｗｒｅｎｃｅ Ｅｒｌｂａｕｍ Ａｓｓｏｃｉａｔｅｓ　 Ｉｎｃ．，１９９９． 中译本：马立平．小
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老师帮助我们理解分数除法和正整数除法的关系———除法是乘法的逆运算，但

分数除法推广了整数除法的意义：有包含模型 在
１３
４

中有多少个
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 及等分模型

求一个数使得它的一半是
１３
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。 后来，我自己成了一名小学教师，我的小学老

师对分数除法的理解，是我的同事们的典型理解。 然而，怎么会有这么多美国教

师不能表现出这样的理解？
马立平博士的论述，已经鲜明地揭示了中国数学教育的一个特征：必须充分

重视教师的学科知识，教育学知识必须和数学学科知识有机结合。 这是提高数

学教学质量的根本之路。
正是以上 ５ 个基本理念上的差异，形成了数学教育的中国特色。

五、 中国数学课堂教学的 ６ 个特征

中国数学教育具有 ６ 个特征，这就是：教学导入，尝试教学，师班互动，变式

练习，提炼数学思想方法，以及正在发展为“四基”的双基教学。
这 ６ 个特征的一个特点是，贯穿于课堂教学的始终。 晚近以来提倡的“自

主、合作、探究”的教学理念，实际上只关注了认知过程的前半段。 难道学习者

一旦“探究”出来，学习过程就结束了？ 事实上，学习过程还有后半段，即巩固、小
结和升华。 变式练习，数学思想方法的提炼，推陈出新的反思，是必须强调的重

要措施。 这 ６ 个特征，有些与国外的某些数学教育理念相类似，但是具有自己的

特色，更加具体，具有可操作性；有一些则是国外所没有的创新。 下面我们分别

加以论述。
１． 数学新知的“导入”艺术丰富了情境创设的教学内涵

导入教学，是在课堂教学开始的适宜时刻、用适当的方式和适当的时间成

本，可操作性地运用于课堂教学，是一种本土化了的教学艺术。 导入方式，除了

现实“情境呈现”之外，还包括“假想模拟”“悬念设置”“故事陈述”“旧课复习”
“提问诱导”“习题评点”“搭桥”“比较剖析”等手段。

情境创设多半用在课堂教学的开始阶段，因而情境创设可以成为教学导入

的一种特定方式。 但是，由于数学的抽象特性，就中小学数学教学内容而言，能
够设置与学生的日常生活相联系的“情境”，毕竟是少数，而且多半是一些消费

数学———买卖东西情境。 许多数学课的内容，尤其是大量的“数与式”的运算规

则的程序性数学内容，包括有理数运算规则、因式分解、合并同类项、配方、幂和

指数运算法则等内容，很难设置现实生活的情境。 即使设计出来，也十分勉强。
“负负得正”的计算规则，至今也没有一个为大家公认的“生活情境”加以支持。
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但是，教学导入则可以十分灵活地加以设计运用。 恰当地运用“导入”教学，乃
是一门丰富多彩的教学艺术。 中国数学教育在这方面积累了大量的实践经验。

２． “尝试教学”体现了学生进行数学“探究”的教学特点

中国数学教育实行尝试教学。 ２０ 世纪 ８０ 年代，顾泠沅领导的“青浦经验”，
提出“尝试指导、效果回授”的教学策略①。 邱学华倡导的“尝试教学法”②，主张

“学生能尝试，尝试能成功，成功能创新”，特征是“先试后导、先练后讲”，具有全

国性重大影响。 西南地区进行过大规模实践的“ＧＸ 数学教学实验”，领导者陈重

穆教授的 ３２ 字诀里有“先做后说，师生共作”一句。 这也是倡导学生先“做”，然后

老师再说。 这里同样是让学生先尝试一下。 因此，中国传统的数学教学，并非如某

些人一味批评的只有“机械记忆”“灌输模仿”。 我们有自己的具有“探究性”的传

统。 尝试，较之探究，时间成本低得多，运用更加灵活，因而更加切合教学实际。
３． “师班互动”体现了适合中国国情的合作交流

中国的课堂人数相对较多。 一般是 ４０ 人，多的达 ６０ 人。 这样的大班上课，
用分组讨论、汇报交流的教学方式，十分困难。 那么，数学课堂如何避免“满堂

灌”，实现师生互动呢？ 在长期的实践中，广大数学教师采用了“设计提问” “学
生口述”“教师引导”“全班讨论”“黑板书写”“严谨表达”“互相纠正”等措施，进
行合作学习。 师生之间通过猜想、探究与“心算”，用数学语言进行“大声说”的
交流，最后达成共识。 这是一个具有中国特色的创造。 据调查，“师班互动”是
课堂师生互动的主要类型③。

４． “变式练习“化解了重复操作的弊端

变式练习是中国数学教育的一个创造。 中国数学教学中强调练习。 在经历

了尝试、探究过程之后，所获得的知识还必须加以巩固，拓广运用。 此外，在练习

中又要求有一定的强度、速度、深度，主张熟能生巧。 但是，这种练习并非简单重

复，而是依赖变式处理，获得新意。
数学的变式教学就是通过不同的角度、不同的侧面、不同的背景从多个方面

变更所提供的数学对象的某些内涵以及数学问题的呈现形式，使数学内容的非

本质特征时隐时现而本质特征保持不变的教学形式。
５． 数学教学中关注数学思想方法的提炼

２０ 世纪 ８０ 年代，徐利治提出了“数学思想方法”理论。 可贵的是，这些数学

思想方法不是停留在理论探讨上，而是付诸实践，成为每一个中国数学教师的共
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青浦县数学教改实验小组．学会教学［Ｍ］．北京：人民教育出版社，１９９１．
邱学华．尝试教学法［Ｍ］．福州：福建教育出版社，１９９５．
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识。 数学教师普遍具有数学思想方法的教学意识，注重掌握数学思想方法的内

涵，将数学思想方法用于解题，并能够用数学思想方法进行总结和反思。 这是中

国数学教育的重要特征。 到现在为止，西方的数学教育界还没有像我们这样地

关注数学思想方法，也还没有能够直接与之对应的数学教育研究领域。
６． “四基”数学教学

晚近以来，许多有识之士建议将“双基”扩展为“四基”①，即在数学基本知识

和数学基本技能之上，再增加基本思想方法和基本活动经验。 现在，这一建议已

经写进《义务教育数学课程标准（２０１１ 年版）》。 “四基”教学的核心依然是“在

图 ３－８

坚实的数学基础上谋求学生的全面发展”。 “四基”
之间相互关联的教学理论正在构建之中。 一个初步

的解释如图 ３－８ 所示的立方体。 它的“长”与“宽”
分别表示要让学生掌握基本知识，以及熟能生巧地

习得基本技能；第三维的“高”则要求在知识和技能的

基础上提炼、升华为数学思想方法。 在形成这三项

“基础”的过程中，注意数学基本经验的积累，在图示

中的位置则是充填于三维体之内部。 数学活动无处

不在。
以上的特征，标志着中国数学教育不仅有独特的教学理念，还有在实践中形

成的整套教学设计。
数学教育中国特色，是无数前辈学者的实践经验和理论探索的结晶，弥足珍

贵，值得我们继承发扬。 在进一步从理论上加以总结之后，平等地和国际数学教

育界同行进行交流，为国际数学教育事业贡献我们的一份力量。 与此同时，我们

永远要虚心向世界上一切先进的成就学习，锐意改革，努力开创中国数学教育的

新局面。

思考与练习

１． 弗赖登塔尔的教学理论是否符合你的教学理念？ 为什么？
２． 设计一个解决某类问题的解题表。
３． 根据你的解题经历，选一个典型的例子，详细介绍解题的具体过程。
４． 利用解题表，求解下题：如果 ３ 个有相同半径的圆过一点，则通过它们的

７７思考与练习

① 双基指基本知识和基本技能，“四基”指加上基本数学方法和基本数学活动经验。 参见：张奠宙，
郑振初．“四基”数学教学模块的构建———兼谈数学思想方法的教学［Ｊ］ ．数学教育学报，２０１１（１０） ．



另外 ３ 个交点的圆具有相同的半径。
５． 对解题表，谈谈你想说的任何看法，写一篇不少于 １ ０００ 字的小论文。
６． 你是否赞同建构主义数学教学理论？ 说说自己的看法。
７． 中国的双基数学教学应该怎样发展？ 如何避免它的异化？
８． 中国的数学教育有哪些特色？ 你的感受如何？
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