
第 3章　平面机构的运动分析

§３ －１　机构运动分析的任务、目的和方法
机构运动分析的任务是在已知机构尺寸及原动件运动规律的情况下，确定机构中其他构件

上某些点的轨迹、位移、速度及加速度和构件的角位移、角速度及角加速度。 上述这些内容，无论
是设计新的机械，还是为了了解现有机械的运动性能，都是十分必要的，而且它还是研究机械动
力性能的必要前提。

机构运动分析的方法很多，主要有图解法和解析法。 当需要简捷直观地了解机构的某个或
某几个位置的运动特性时，采用图解法比较方便，而且精度也能满足实际问题的要求。 而当需要
精确地知道或要了解机构在整个运动循环过程中的运动特性时，采用解析法并借助计算机，不仅
可获得很高的计算精度及一系列位置的分析结果，并能绘出机构相应的运动线图，同时还可把机
构分析和机构综合问题联系起来，以便于机构的优化设计。 本章将对上述两种方法分别加以介
绍，且仅限于研究平面机构的运动分析。

§ ３ －２　用图解法作机构的运动分析
机构运动的图解分析包括对机构的位置、速度及加速度的分析。 由于机构的位置图解分析

实际上是按给定的机构尺寸及原动件位置作其机构运动简图，上章已作介绍，所以本节主要介绍
机构的速度和加速度分析的图解法。
　　1畅机构速度及加速度分析的一般图解法

机构的速度及加速度分析的一般图解方法为矢量方程图解法（ｖｅｃｔｏｒ ｇｒａｐｈｉｃ ｍｅｔｈｏｄ），又称
相对运动图解法（ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｇｒａｐｈｉｃ ｍｅｔｈｏｄ），其所依据的基本原理是理论力学中的运动合
成原理。 在对机构进行速度和加速度分析时，首先要根据运动合成原理列出机构运动的矢量方
程，然后再按方程作图求解①。 下面就运动分析中常遇到的两种不同的情况说明矢量方程图解
法的基本原理和作法。

（１） 利用同一构件上两点间的速度及加速度矢量方程作图求解

① 如果所分析的机构属于Ⅱ级机构，那么直接用矢量方程图解法作其速度及加速度分析不会存在困难 ，而且总是可解
的 。 但如果机构属于Ⅲ级复杂机构，直接用矢量方程图解法作其速度及加速度分析就会遇到一些困难 ，这时需借助于三副构件
上的某一特殊点来写出辅助速度及加速度矢量方程始可求解 （故称此方法为特殊点法 ） 。



在图 ３ －１ ａ 所示的平面四杆机构中，设已知各构件尺寸及原动件 １ 的运动规律，即已知 B
点的速度vB 和加速度 a B。 现要求连杆 ２ 的角速度 ω２ 及角加速度 α２ 和连杆 ２ 上点 C的速度vC
及加速度 a C。

图 ３ －１　平面四杆机构图解运动分析
１） 列出机构的运动矢量方程
为了求ω２ 及α２ ，需先求出 C 点的速度vC 及加速度 a C 。 由运动合成原理可知，连杆 ２ 上 C点

的运动可认为是随基点 B作平动与绕基点 B作相对转动的合成。 故有
v C ＝vB ＋vC B （３ －１）

a C ＝aB ＋a ｎ
C B ＋aｔ

C B （３ －２）
式中，vC B 、aｎ

C B 、aｔ
C B分别为 C点相对于 B点的相对速度、相对法向加速度和相对切向加速度。 它们

的大小和方向分别为：vC B ＝ω２ lBC （ lB C为 B、C 两点之间的实际距离），方向与 BC连线垂直，指向与
ω２ 的转向一致；aｎ

C B ＝ω２
２ lBC ，方向沿 CB，并由 C点指向 B点；a ｔ

CB ＝α２ lC B，方向与 BC垂直，指向与
α２ 的转向一致。

由于 B点的速度vB 和加速度 aB 已知，v CB 、vC 和 a ｔ
C B、a C 的方向为已知，仅大小未知，而 a ｎ

C B在

对机构作过速度分析之后也为已知。 故式（３ －１）和式（３ －２）中各仅有两个未知数，可用作图法
求解。

２） 选取适当比例尺按方程作图求解
在用图解法作机构的运动分析时，不仅要选取适当的尺寸比例尺 μl （单位：ｍ／ｍｍ），按给定

的原动件位置准确作出机构的运动简图，而且还必须选取适当的速度比例尺 μv ［即图中每单位
长度所代表的速度大小，单位：（ｍ／ｓ） ／ｍｍ］和加速度比例尺 μa ［单位：（ ｍ／ｓ２ ）／ｍｍ］，并依次分别
按所列出的矢量方程对机构的速度及加速度作图求解①。 具体作图求解过程如下：

速度分析如图 ３ －１ ｂ 所示，由任一点 p 作代表v B 的矢量pb（∥vB ，且pb＝vB ／μv ）；再分别过 b
点和 p 点作代表v CB的方向线 bc（⊥BC）和代表vC 的方向线 pc（∥xx），两者交于 c 点，则vC ＝μv pc，
vC B ＝μv bc。 连杆 ２ 的角速度ω２ ＝vC B ／lB C ＝μv cb／（μl BC），其方向可如下确定：将代表v CB的矢量bc
平移至机构图上的 C点，其绕 B点的转向即为 ω２ 的方向（此时为逆时针）。

加速度分析如图 ３ －１ｃ所示，从任一点 p′作代表 a B 的矢量p′b′（∥aB ，且p′b′＝a B ／μa ） ；过 b′
点作代表 a ｎ

CB的矢量b′n′（∥BC，方向由 C指向 B，且b′n′＝a ｎ
CB ／μa ）；再过 n′作代表 aｔ

C B的方向线
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① 在作机构的运动图解分析时 ，如果机构运动简图不准确 ，速度及加速度分析不严格按比例尺作图求解 ，都将严重影响
到分析结果的正确性 。



n′c′（⊥BC）；最后过 p′作代表 a C 的方向线（∥xx），其与方向线 n′c′交于 c′点，则得 aC ＝μa p′c′。
连杆 ２ 的角加速度 α２ ＝a ｔ

CB ／lB C ＝μa n′c′／（μl BC），其方向可如下确定：将代表 aｔ
C B的矢量n′c′平移

至机构图上的 C点，其绕 B点的转向即为 α２ 的方向（此时为逆时针）。
这里，图 ３ －１ｂ、ｃ所示图形分别称为机构的速度多边形（ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｖｅｃｔｏｒ ｐｏｌｙｇｏｎ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ）

或速度图和加速度多边形（ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｖｅｃｔｏｒ ｐｏｌｙｇｏｎ）或加速度图，p 和 p′点分别称为机构的速度多
边形的极点和加速度多边形的极点。 由图可知，在速度多边形和加速度多边形中，由极点向外放射
的矢量，代表构件上相应点的绝对速度或绝对加速度，而连接两绝对速度或两绝对加速度矢端的矢
量，则分别代表了构件上相应两点间的相对速度和相对加速度，例如bc和b′c′分别代表v CB和 aC B，它
们的方向分别是由 b 指向 c和由 b′指向 c′。 而相对加速度又可分解为法向加速度和切向加速度。

现在再来研究连杆 ２ 上任一点 E的速度vE 和加速度 aE 的图解问题。 因连杆 ２ 上 B、C 两点
的速度为已知，故 E点的速度v E 可利用 E与 B、C 之间的速度关系，列出矢量方程vE ＝vB ＋v EB ＝
vC ＋v EC ，再进行作图求解。 如图 ３ －１ ｂ 所示，分别过点 b、c作vE B的方向线 be（⊥BE）和vE C的方向
线 ce（⊥CE） ，两者相交于 e 点，则pe即代表vE 。 由图可见，由于△bce 与△BCE 的对应边相互垂
直，故两者相似，且其角标字母的顺序方向也一致。 所以，将同一构件上各点间的相对速度矢量
构成的图形 bce 称为该构件图形 BCE的速度影像（ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｉｍａｇｅ ｏｆ ｌｉｎｋ） 。

由此可知，当已知一构件上两点的速度时，则该构件上其他任一点的速度便可利用速度影像
原理求出。 如图 ３ －１ｂ 所示，当 bc作出后，以 bc 为边作△bce △BCE，且两者角标字母的顺序
方向一致，即可求得 e 点和vE，而不需再列矢量方程求解。

在加速度关系中也存在和速度影像原理一致的加速度影像（ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｉｍａｇｅ ｏｆ ｌｉｎｋ）原理。
因此，欲求 E 点的加速度 a E，可以 b′c′为边作△b′c′e′ △BCE（图 ３ －１ｃ），且其角标字母顺序方
向一致，即可求得 e′点和 aE 。

这里需要强调说明的是，速度影像和加速度影像原理只适用于构件（即构件的速度图及加速
度图与其几何形状是相似的），而不适用于整个机构。 由图中不难看出，图 ３ －２ａ、ｂ、ｃ 三图总体
上并不相似。

（２） 利用两构件重合点间的速度及加速度矢量方程作图求解
与前一种情况不同，此处所研究的是以移动副相连的两转动构件上的重合点间的速度及加

速度之间的关系，因而所列出的机构的运动矢量方程也有所不同，但作法却基本相似。 下面举例
加以说明。

例 3 －1　图３ －２ａ 所示为一平面四杆机构。 设已知各构件的尺寸为：lAB ＝２４ ｍｍ，lAD ＝７８ ｍｍ，lCD ＝４８ ｍｍ，
γ＝１００°；并知原动件 １以等角速度ω１ ＝１０ ｒａｄ／ｓ沿逆时针方向回转。 试用图解法求机构在 φ１ ＝６０°时构件 ２、３
的角速度和角加速度。

解： （１） 作机构运动简图
选取尺寸比例尺μl ＝０畅００１ ｍ／ｍｍ，按φ１ ＝６０°准确作出机构运动简图（图３ －２ ａ） 。
（２） 作速度分析
根据已知条件，速度分析应由 B点开始，并取重合点 B３ 及 B２ 进行求解①。 已知 B２ 点的速度
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① 选 B ２ 、B ３ 点为重合点来进行运动分析 ，是因为 B２ 点的速度和加速度很容易求得 ，求解最简便 。 读者不妨以 D２ 、D３ 或
C ２、C ３ 点为重合点 ，求解对比 ，便不难验证 。



图 ３ －２　平面四杆机构图解运动分析
vB２ ＝vB１ ＝ω１lAB ＝１０ ×０畅０２４ ｍ／ｓ ＝０畅２４ ｍ／ｓ

其方向垂直于 AB，指向与ω１ 的转向一致。
为求ω３，需先求得构件３上任一点的速度。 因构件 ３与构件 ２组成移动副，故可由两构件上重合点间的速

度关系来求解。 由运动合成原理可知，重合点 B３ 及 B２有
　　　　　　　　　　　　　　　　　vB３　＝　vB２　＋　vB３B２ （３ －３）
　　　　　　　　　　　　　　方向：⊥BD　⊥AB　∥BC
　　　　　　　　　　　　　　大小：　？ 　　传　　　？

式中仅有两个未知量，故可用作图法求解。 取速度比例尺 μv ＝０畅０１ （ｍ／ｓ） ／ｍｍ，并取点 p作为速度图极点，作其
速度图如图３ －２ｂ所示，于是得

ω３ ＝vB３ ／lBD ＝μv pb３ ／（μl BD） ＝０畅０１ ×２７／（０畅００１ ×６９） ｒａｄ／ｓ ＝３畅９１ ｒａｄ／ｓ　（顺时针）
而ω２ ＝ω３ 。

（３） 作加速度分析
加速度分析的步骤与速度分析相同，也应从 B点开始，且已知 B点仅有法向加速度，即

aB２ ＝aB１ ＝aｎ
B２ ＝ω２

１ lAB ＝１０２ ×０畅０２４ ｍ／ｓ２ ＝２畅４ ｍ／ｓ２

其方向沿 AB，并由 B指向 A。
点 B３ 的加速度 aB３由两构件上重合点间的加速度关系可知，有
　　　　　　　　　　aB３ ＝aｎ

B３D ＋a ｔ
B３D ＝aB２ ＋aｋ

B３B２ ＋a ｒ
B３B２ （３ －４）

　　　　　　　　方向：　B→D　⊥BD　B→A　⊥BC　∥BC
　　　　　　　　大小：　　传　　？ 　　传　　传　　？

式中，aｋ
B３B２为 B３ 点相对于 B２ 点的科氏加速度，其大小为 aｋ

B３B２ ＝２ω２ vB３B２ ＝２ω２μv b２ b３ ＝２ ×３畅９１ ×０畅０１ ×３２ ｍ／ｓ２
＝２畅５ ｍ／ｓ２ ，其方向为将相对速度vB３B２沿牵连构件 ２的角速度ω２ 的方向转过 ９０°之后的方向。 而 aｎ

B３D的大小为

aｎ
B３D ＝ω２

３ lBD ＝ω２
３μl BD ＝３畅９１２ ×０畅００１ ×６９ ｍ／ｓ２ ＝１畅０５ ｍ／ｓ２ 。

式（３ －４）仅有两个未知量，故可用作图法求解。 选取加速度比例尺μa ＝０畅１ （ｍ／ｓ２ ）／ｍｍ，并取 p′点为加速
度图极点，按式（３ －４）依次作其加速度图如图 ３ －２ ｃ所示，于是得

α３ ＝αｔ
B３D／lBD ＝μa n′３ b′３ ／μl BD＝０畅１ ×４３／（０畅００１ ×６９） ｒａｄ／ｓ２ ＝６２畅３ ｒａｄ／ｓ２　（逆时针）

而α２ ＝α３ 。
对于含高副的机构，为了简化其运动分析，常将其高副用低副代替后再作运动分析。 如图

２ －３２所示凸轮机构，设已知机构尺寸及凸轮 １ 的等角速度 ω１ ，并沿逆时针方向转动，需求推杆 ２
的角速度 ω２ 及角加速度 α２ ，就可用对其替代机构作运动分析来代替。 但这里必须注意，此替代
机构为瞬时替代，故对机构不同位置的运动分析，均需作出相应的瞬时替代机构。
　　2畅机构速度分析的便捷图解法

通常多数机械的运动分析仅需对其机构作速度分析。 这时对于某些结构简单的机构，采用
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速度瞬心图解法（简称速度瞬心法或瞬心法）对其进行速度分析往往显得十分简便和直观。 此
外，对于某些结构比较复杂的机构，如果单纯运用矢量方程图解法对其进行速度分析，有时会遇
到困难，这时，如果综合地运用这两种方法进行求解（简称综合法），则往往显得比较简便。 下面
先介绍速度瞬心法。

（１） 速度瞬心法
１） 速度瞬心及其位置的确定
由理论力学可知，互作平面相对运动的两构件上瞬时速度相等的重合点，即为此两构件的速

度瞬心（ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ），简称瞬心。 常用符号 Pi j表示构件 i、j 间的瞬心，且 i ＜j。
若瞬心处的绝对速度为零，则为绝对瞬心（ａｂｓｏｌｕｔｅ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ） ；否则，则为相
对瞬心（ ｒｅｌａｔｉｖｅ ｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓ ｃｅｎｔｒｅ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ） 。

因为机构中每两个构件间就有一个瞬心，故由 N 个构件（含机架）组成的机构的瞬心总数
K，根据排列组合的知识知，应为

K ＝N（ N －１）／２ （３ －５）
　　各瞬心位置的确定方法如下：

对于通过运动副直接相连的两构件间的瞬心，可由瞬心定义来确定其位置。 如图 ３ －３ 所
示，以转动副相连接的两构件的瞬心就在转动副的中心处（图 ａ）；以移动副相连接的两构件间的
瞬心位于垂直于导路方向的无穷远处（图 ｂ）；以平面高副相连接的两构件间的瞬心，当高副两元
素作纯滚动时就在接触点处（图 ｃ），当高副两元素间有相对滑动时，则在过接触点高副元素的公
法线上（图 ｄ）。

图３ －３　瞬心的位置
对于不通过运动副直接相连的两构件间的瞬心，可借助于“三心定理”来确定其位置。 而所

谓三心定理（ Ｋｅｎｎｅｄｙ －Ａｒｏｎｈｏｌｄ ｔｈｅｏｒｅｍ），即三个彼此作平面平行运动的构件的三个瞬心必位
于同一直线上。 因为只有三个瞬心位于同一直线上，才有可能满足瞬心为等速重合点的条件①。
下面举例说明其应用。

①　三心定理可通过如图所示的互作平面平行运动的三构件 １、２ 及 ３ 的三个瞬心中的
P ２３必定位于 P １２及 P １３（分别处于各转动副中心处 ）的连线上来加以说明 。 为简单起见 ，不妨
设构件 １ 是固定的 。 这时在构件 ２ 及 ３ 上任取一个不在 P １２及 P１３连线上的重合点 K，显然因
重合点 K２ 、K ３ 的速度方向不同而 K 就不可能成为瞬心 P ２３ ，而只有将重合点 K 选在 P １２及
P １３的连线上两速度方向才能一致 ，故知 P ２３与 P １２ 、P １３必在同一直线上 。
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在图 ３ －４ 所示的平面铰链四杆机构中，瞬心 P １２ 、P２３ 、P３４ 、P１４的位置可直观地加以确定，而

图 ３ －４　铰链四杆机构的瞬心

其余两瞬心 Ｐ１３ 、P ２４则需要根据三心定理来确定。 对于构件
１、２、３ 来说，P１３必在 P １２及 P２３的连线上，而对于构件 １、４、３
来说，P１３又应在 P １４及 P３４的连线上，故上述两线的交点即为
瞬心 P １３ 。 同理，可求得瞬心 P２４ 。

２） 用瞬心法作机构的速度分析
下面举例说明利用速度瞬心概念对机构进行速度分析

的方法。
设已知图 ３ －４ 所示机构各构件的尺寸，原动件 ２ 的角

速度 ω２ ，试求在图示位置时从动件 ４ 的角速度 ω４ 和连杆 ３
上点 E 的速度vE 。

因为瞬心 P２４为构件 ２、４ 的等速重合点，故有
ω２ P １２P２４μ１ ＝ω４ P１４P ２４ μ１

式中，μl 为机构尺寸的比例尺（ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ｓｃａｌｅ），它是构件的真实长度与图示长度之比，单位为
ｍ／ｍｍ或 ｍｍ／ｍｍ。

由上式可得

ω４ ＝ω２ P １２P２４ ／P１４P ２４ （顺时针①）
或 ω２ ／ω４ ＝P １４P２４ ／P１２P ２４ （３ －６）

图３ －５　凸轮机构的瞬心

　　上式中，ω２ ／ω４ 为机构中原动件 ２ 与从动件 ４ 的瞬时角速度之
比，称为机构的传动比（ ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ ｒａｔｉｏ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ）或传递函数
（ ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）。 由此可见，该传动比等于该两构件的绝对瞬心
至相对瞬心距离的反比。

又因瞬心 P１３为连杆 ３ 在图示位置的瞬时转动中心，故
v B ＝ω３ P １３Bμ１ ＝ω２ P １２Bμ１

可得 ω３ ＝ω２ P１２B／P１３B

v E ＝ω３ P １３Eμ１　（ 方向垂直于 P １３E，指向与 ω３ 一致）
　　又如图 ３ －５ 所示的凸轮机构，设已知各构件的尺寸及凸轮的角速度 ω２ ，需求从动件 ３ 的移
动速度v 。

如图所示，过高副元素的接触点 K作其公法线 nn，由前述可知，其与瞬心连线 P１２P １３的交点

即为瞬心 P ２３ ，又因其为 ２、３ 两构件的等速重合点，故可得
v ＝v P２３ ＝ω２ P １２P２３μ１　（方向垂直向上）

　　利用瞬心法对机构进行速度分析虽较简便，但当某些瞬心位于图纸之外时，将给求解带来困
难。 同时，速度瞬心法不能用于机构的加速度分析。
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① 相对瞬心 P ２４ 在两绝对瞬心 P １２、P １４ 的延长线上时 ，ω４ 与 ω２ 同向 ；P ２４ 在 P １２ 、P １４ 之间时 ，ω４ 与 ω２ 反向 。



图 ３ －６　铰链四杆机构的瞬心线

倡３） 瞬心线
由上述分析可知，瞬心的位置是随两构件的运动而变动的，它将在各

自构件上形成一条轨迹，这个瞬心轨迹称为瞬心线（ ｃｅｎｔｒｏｄｅ）。 如图 ３ －６
所示，曲线αα和ββ就是瞬心 P１３分别在构件３ 与构件 １ 上形成的两条瞬
心线，因构件 １为固定机架，该瞬心线ββ又称为定瞬心线（ ｆｉｘｅｄ ｃｅｎｔｒｏｄｅ），
构件 ３为运动连杆，故瞬心线αα又称为动瞬心线（ｍｏｖｉｎｇ ｃｅｎｔｒｏｄｅ）。 由瞬
心的定义可知，机构在运动时，动瞬心线将沿着定瞬心线作无滑动的纯滚
动。 即定瞬心线和动瞬心线所滚过的对应弧长相等。 换一句话说，平面运
动连杆在其平面内的任何运动，都可以用动瞬心线沿定瞬心线作无滑动的
纯滚动来实现。 由此可见，就实现连杆 ３ 的一般平面运动而言，原铰链四
杆机构完全可以用这两瞬心线为高副元素的两构件的高副机构来替代。
因此，利用瞬心线可进行高副机构与低副机构之间的运动等效变换。

（２） 综合法
对于Ⅲ级机构或以连杆为原动件的比较复杂的机构，采用综合法对其进行速度分析往往比

较简便，但综合法不能用于机构的加速度分析。 下面举例加以说明。
例 3 －2　图３ －７ａ 所示为一摇动筛六杆机构的运动简图（根据机构结构分类属Ⅲ级机构）。 设已知各构件

尺寸及原动件２ 的角速度 ω２ 。 需作出机构在图示位置时的速度多边形。

图 ３ －７　摇动筛机构及其速度多边形
解：根据题设，求解的关键应先求出vC，而为此可列出下列一系列矢量方程：vC ＝vB ＋vC B，vC ＝vD ＋vCD，vC ＝vE

＋vCE。 在这些方程中，无论哪一个或它们的联立式的未知数均超过两个，故无法用图解法求解。 为了解决此困
难，可利用瞬心 P１４先定出vC 的方向。 根据三心定理，构件 ４ 的绝对瞬心 P１４应位于 GD 和 EF两延长线的交点
处。 而vC 的方向应垂直于 P１４C。 vC 的方向定出后，其余的求解过程就很简单了，作出的速度多边形如图 ３ －７ｂ
所示。

例 3 －3　图３ －８ａ 所示为一齿轮－连杆组合机构。 其中，主动齿轮 ２以角速度 ω２ 绕固定轴线 O顺时针转
动，从而使齿轮 ３在固定不动的内齿轮 １上滚动，在齿轮 ３上的 B点铰接着连杆 ５。 设已知各构件尺寸，求在图
示瞬时构件６ 的角速度 ω６ 。

解：由图可见，欲求ω６ 需先求出vB。 又由瞬心的定义知，E点为齿轮１、３的绝对瞬心 P１３，K点为齿轮２、３的
相对瞬心 P２３ 。 而vK ＝ω２ lOK，vK 垂直于 OK，指向与ω２ 的转向一致。

因齿轮３ 上 E、K两点的速度已知，可用速度影像原理求得vB（图 ３ －８ｂ），再由矢量方程
vC ＝vB ＋vCB

求得vC，则
ω６ ＝vC／lCD ＝μv pc／lCD　（顺时针）
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图３ －８　齿轮－连杆组合机构
　　下面来求齿轮 １、２及 ３的速度影像（图３ －８ｂ）。 由于齿轮 １固定不动，其上各点的速度均为零，故它的速度
影像缩为在极点 p处的一点（即点圆 g１） ；对于齿轮 ３来说，由于KE为其直径，故作以ek为直径的圆 g３ 即为其影
像；同理，以 p为圆心，以pk为半径的圆 g２ 则为齿轮 ２的影像。 比较图 ３ －８ａ、ｂ，可以明显看出整个机构与速度图
无影像关系。

图 ３ －９　风扇摇头机构

例 3 －4　图 ３ －９ａ 所示为一风扇摇头机构，电动机Ｍ 固装
在构件 １上，其运动是通过电动机轴上的蜗杆 １′带动固装于构件
２上的蜗轮 ２′，故构件 ２为四杆机构 ABCD的原动件，但不与机架
相连。 设已知各构件的尺寸及原动件 ２ 相对于构件 １ 的相对角
速度ω２１ ，试求机构在图示位置时的ω１ 与ω３。

解：由题给条件可知，在矢量方程vC ＝vB ＋vCB中，vC、vB 及vCB
大小均未知，故不可解。 但如选取 C点为构件 １、２的重合点，因
B点为构件 １、２的相对瞬心，故利用运动合成原理及瞬心的性
质，有

　　　　　　　　　　vC２　＝　vC１　＋　vC２C１
　　　　　　　方向： ⊥CD ⊥AC ⊥BC
　　　　　　　大小： ？ ？ ω２１ lB C
上式可用图解法求解（图３ －９ｂ），在选定比例尺μv 后，先作出c１c２，再分别过 c１ 、c２ 作vC１、vC２的方向线 c１p 及

c２ p，两方向线的交点 p就是速度多边形的极点，故
ω１ ＝vC１ ／lAC ＝μv pc１／lAC　（顺时针）
ω３ ＝vC２ ／lCD ＝μv pc２／lCD　（顺时针）

　　倡（３） 机构的速度图解在工程设计中的应用
利用机构的速度图解不仅能对机构进行直观、快捷地速度特性分析，而且有助于判断分析结果的正确性，还

能帮助设计者迅速、清晰地了解机构的整体行为和一般运动情况。 假如我们要直接想象机构中的一个运动连杆
及其上某一点的运动（如一点的轨迹、速度方向等），即使简单的四杆机构，也是很困难的。 但若我们了解了一个
机构的速度图形，借助于速度影像概念就不难想象出连杆上任一点速度的情况。 尤其是利用速度瞬心的概念，
若将连杆的运动视为绕其绝对瞬心作纯转动的运动来想象，就更不难想象连杆的运动情况了。 这一点对一个工
程师来说在机器工作现场快捷地发现或处理一些相关速度的技术问题是很有实际意义的，这在工程设计中也有
重要的应用。 例如图３ －１０所示的汽车后悬挂系统的设计，采用了铰链四杆机构（图中机构 ABCD），车轮轴与其
连杆 ３固接。 为了避免汽车在行驶时由于车轮遇到凸起物使其车轮向上运动的同时又侧倾运动（如图右轮轴心
O′向上运动时其速度vO′就发生偏斜了一角度）以及向前运动而产生转动的扰动（即车轮反操作汽车）等现象，影
响其行驶运动的不稳定性，导致司机产生惊慌，就需要分析其连杆的运动情况。 工程上常用的简单方法就是通
过查看连杆的绝对瞬心 P１３的轨迹，以快速地预测出该悬挂机构系统是否会出现不希望的运动。
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图 ３ －１０　汽车后悬挂系统

§ ３ －３　用解析法作机构的运动分析
用解析法作机构的运动分析，应首先建立机构的位置方程，然后将位置方程对时间求导数，

即可求得机构的速度和加速度方程，进而完成机构的运动分析。 由于所采用的数学工具不同，所
以解析法有很多种。 这里介绍两种比较容易掌握且便于应用计算机计算求解的方法———复数矢
量法（ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ｃｏｍｐｌｅｘ ｖｅｃｔｏｒ）和矩阵法（ｍａｔｒｉｘ ｍｅｔｈｏｄ）。 复数矢量法由于利用了复数运算十分
简便的优点①，不仅可对任何机构包括较复杂的连杆机构进行运动分析和动力分析，而且可用来
进行机构的综合，并可利用计算器或计算机进行求解。 而矩阵法则可方便地运用标准计算程序
来求解。 由于用这两种方法对机构作运动分析时，均需先列出所谓机构的封闭矢量方程，故对此
先加以介绍。
　　1畅机构的封闭矢量位置方程

在用矢量法建立机构的位置方程时，需将构件用矢量来表示，并作出机构的封闭矢量多边

图３ －１１　封闭矢量多边形

形。 如图 ３ －１１ 所示，先建立一直角坐标系。 设构件 １
的长度为 l１ ，其方位角为 θ１ ， l１ 为构件 １ 的杆矢量（ ｌｉｎｋ
ｖｅｃｔｏｒ），即 l１ ＝AB。 机构中其余构件均可表示为相应的
杆矢量，这样就形成由各杆矢量组成的一个封闭矢量多
边形，即 ABCDA。 在这个封闭矢量多边形中，其各矢量
之和必等于零。 即

l１ ＋l２ －l４ －l３ ＝０ （３ －７）
对一欲作运动分析的四杆机构，其各构件的长度和

原动件 １ 的运动规律，即 θ１ 为已知，而 θ４ ＝０，故可求得两个未知方位角 θ２ 及 θ３ 。 各杆矢量的方
向可自由确定，但各杆矢量的方位角 θ均应由 x 轴开始，并以沿逆时针方向计量为正②。

由上述分析可知，对于一个四杆机构，只需作出一个封闭矢量多边形，即可求解。 而对四杆
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①

②

用复数符号表示平面矢量，如 R ＝R∠θ，它既可写成极坐标形式 Rｅ ｉθ，又可写成直角坐标形式 Rｃｏｓ θ ＋ｉRｓｉｎ θ。 可利用
欧拉公式 ｅ ±ｉθ ＝ｃｏ ｓ θ ±ｉｓｉｎ θ 方便地在上述两种表示形式之间进行变换 。 此外 ，它的导数就是其自身 ，即 ｄｅｉθ ／ｄθ ＝ｉｅ ｉθ ，故对其
微分或积分运算十分便利 。

坐标系和各杆矢量方向的选取不影响解题结果 。



以上的多杆机构，则需作出一个以上的封闭矢量多边形才能求解。
　　2畅复数矢量法

用复数矢量法作平面机构运动分析的关键，是先用复矢量写出机构的封闭矢量位置方程，再
将位置复矢量方程对时间求导，即得其速度及加速度的复矢量方程；然后再应用欧拉公式 ｅ ｉθ ＝
ｃｏｓθ ＋ｉｓｉｎθ 分别将这些复矢量方程的实部和虚部分离再联立解之，即可完成机构的运动分析。
下面举例来加以说明：

例 3 －5　在如图３ －１１所示的铰链四杆机构中，设已知各构件的尺寸及原动件 １的方位角 θ１ 和等角速度
ω１，试用复数矢量法对其位置、速度和加速度进行分析。

解：如前所述，为了对机构进行运动分析，先要建立坐标系，并将各构件表示为杆矢量。
（１） 位置分析
将机构封闭矢量方程式（３ －７）改写并表示为复数矢量形式

l１ ｅｉθ１ ＋l２ｅ ｉθ２ ＝l４ ＋l３ｅ ｉθ３ （３ －８）
应用欧拉公式 ｅｉθ ＝ｃｏｓ θ ＋ｉｓｉｎ θ将上式的实部和虚部分离，得

l１ ｃｏｓ θ１ ＋l２ ｃｏｓ θ２ ＝l４ ＋l３ｃｏｓ θ３
l１ ｓｉｎ θ１ ＋l２ ｓｉｎ θ２ ＝l３ｓｉｎ θ３ （３ －９）

由此方程组可求得两个未知方位角 θ２、θ３。 当要求解 θ３ 时，应将 θ２ 消去，为此可先将以上两分式左端含 θ１ 的项
移到等式右端，然后分别两端平方并相加，可得

l２２ ＝l２３ ＋l２４ ＋l２１ －２l３l４ ｃｏｓ θ３ －２l１ l３ｃｏｓ（θ３ －θ１ ） －２l１ l４ ｃｏｓ θ１
经整理并可简化为

Aｓｉｎ θ３ ＋Bｃｏｓ θ３ ＋C＝０ （３ －１０）
式中，A ＝２l１ l３ ｓｉｎ θ１ ；

B＝２l３（ l１ ｃｏｓ θ１ －l４ ）；
C＝l２２ －l２１ －l２３ －l２４ ＋２l１ l４ ｃｏｓ θ１ 。

解之可得

ｔａｎ（θ３／２） ＝（ A± A２ ＋B２ －C２ ）／（B－C） （３ －１１）
在求得了 θ３ 之后，可利用式（３ －９）求得 θ２。 式（３ －１１）有两个解，可根据机构的初始安装情况和机构运动的连
续性来确定式中“ ±”号的选取。

（２） 速度分析
将式（３ －８）对时间 t求导，可得

l１ω１ｅ ｉθ１ ＋l２ω２ ｅｉθ２ ＝l３ω３ ｅｉθ３ （３ －１２）
上式为vB ＋vC B ＝vC 的复数矢量表达式。

将上式的实部和虚部分离获得两分式之后，再联解可求得两个未知角速度ω２ 、ω３，即
ω３ ＝ω１l１ ｓｉｎ（ θ１ －θ２ ）／［l３ｓｉｎ（θ３ －θ２ ）］ （３ －１３）
ω２ ＝－ω１ l１ ｓｉｎ（θ１ －θ３） ／［l２ ｓｉｎ（ θ２ －θ３ ）］ （３ －１４）

（３） 加速度分析
将式（３ －１２）对时间 t求导，可得

ｉl１ω２
１ ｅｉθ１ ＋l２α２ｅｉθ２ ＋ｉl２ω２

２ ｅｉθ２ ＝l３α３ ｅｉθ３ ＋ｉl３ω２
３ｅ ｉθ３ （３ －１５）

上式为 aB ＋a ｔ
CB ＋aｎ

C B ＝aｔ
C ＋aｎ

C 的复数矢量表达式。
将上式的实部和虚部分离，再联解可求得两个未知的角加速度α２、α３，即
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α３ ＝ω２
１ l１ ｃｏｓ（θ１ －θ２ ） ＋ω２

２l２ －ω２
３ l３ ｃｏｓ（θ３ －θ２ ）

l３ ｓｉｎ（ θ３ －θ２ ）　 （３ －１６）

α２ ＝－ω２
１ l１ｃｏｓ（ θ１ －θ３） －ω２

２ l２ ｃｏｓ（θ２ －θ３ ） ＋ω２
３l３

l３ ｓｉｎ（ θ２ －θ３ ）　 （３ －１７）
现再来讨论图示四杆机构中连杆 ２上任一点 E的速度和加速度的求解方法。 当机构中所有构件的角位移、

角速度和角加速度一旦求出后，则该机构中任何构件上的任意点的速度及加速度就很容易求得。
设连杆上任一点 E在其上的位置矢量为 a及 b，E点在坐标系 Axy中的绝对位置矢量为 lE ＝AE，则

lE ＝l１ ＋a＋b
即 lE ＝l１ｅｉθ１ ＋aｅ ｉθ２ ＋bｅｉ（θ２ ＋９０°） （３ －１８）
将上式对时间 t分别求一次和二次导数，并经变换整理可得vE 和 aE 的矢量表达式，即

vE ＝－［ω１ l１ ｓｉｎ θ１ ＋ω２ （aｓｉｎ θ２ ＋bｃｏｓ θ２ ）］ ＋ｉ［ω１ l１ ｃｏｓ θ１ ＋ω２ （aｃｏｓ θ２ －bｓｉｎ θ２ ）］ （３ －１９）
　　aE ＝－［ω２

１l１ ｃｏｓ θ１ ＋α２（ aｓｉｎ θ２ ＋bｃｏｓ θ２ ）］ ＋ω２
２ （aｃｏｓ θ２ －bｓｉｎ θ２ ）］

＋ｉ［ －ω２
１ l１ ｓｉｎ θ１ ＋α２ （aｃｏｓ θ２ －bｓｉｎ θ２ ） －ω２

２（ aｓｉｎ θ２ ＋bｃｏｓ θ２ ）］ （３ －２０）
例 3 －6　试用复数矢量法求例 ３ －１所给四杆机构中各从动件的方位角、角速度和角加速度。
解：先建立一直角坐标系，并标出各杆矢及方位角，如图 ３ －１２所示。 由机构的结构可知，θ２ ＝θ３ ＋γ。 故此

机构有两个未知量 s２ 及 θ３ 。 其中，s２ ＝CB为一变量。

图 ３ －１２　四杆机构的矢量封闭形

（１） 位置分析
由矢量封闭图形 ABCD可得封闭矢量方程为

s２ ＋l３ ＋l４ ＝l１ （ ａ）
即 s２ ｅｉθ２ ＋l３ ｅｉθ３ ＋l４ ＝l１ ｅｉθ１ （ｂ）
应用欧拉公式 ｅｉθ ＝ｃｏｓ θ ＋iｓｉｎ θ，将上式的实部和虚部分离，得

s２ ｃｏｓ θ２ ＋l３ ｃｏｓ θ３ ＝l１ ｃｏｓ θ１ －l４ （ ｃ）
s２ ｓｉｎ θ２ ＋l３ ｓｉｎ θ３ ＝l１ ｓｉｎ θ１ （ｄ）

式中仅有两个未知量，可联立求解。 由式（ｄ）可得
s２ ＝（l１ ｓｉｎ θ１ －l３ ｓｉｎ θ３ ）／ｓｉｎ θ２ （ ｅ）

将式（ｅ）代入式（ ｃ），再将 θ２ ＝θ３ ＋γ代入，经整理并简化为
Aｓｉｎ θ３ ＋Bｃｏｓ θ３ ＋C＝０

式中，A ＝l１ｓｉｎ θ１ｓｉｎ γ＋（l１ ｃｏｓ θ１ －l４）ｃｏｓ γ
B＝－l１ ｓｉｎ θ１ ｃｏｓ γ＋（l１ｃｏｓ θ１ －l４ ）ｓｉｎ γ
C＝－l３ ｓｉｎ γ

解之可得

ｔａｎ（θ３／２） ＝（ A± A２ ＋B２ －C２ ）／（B－C） （ ｆ）
在求得了 θ３ 后，可由 θ２ ＝θ３ ＋γ求得 θ２ ，最后由式（ｅ）可求得 s２。
（２） 速度分析
将式（ｄ）对时间 t求导可得

痹s２ ｅｉθ２ ＋ｉs２ω２ ｅｉθ２ ＋ｉl３ω３ ｅｉθ３ ＝ｉl１ω１ ｅｉθ１ （ｇ）
因ω２ ＝ω３ ，故上式仅有两个未知量 痹s２ 及ω３。 将上式的实部和虚部分开，并联解可得

痹s２ ＝［ －l１ω１ ｓｉｎ θ１ ＋ω３ （s２ ｓｉｎ θ２ ＋l３ｓｉｎ θ３） ］／ｃｏｓ θ２
ω２ ＝ω３ ＝l１ω１ ｃｏｓ（θ１ －θ２ ）／［s２ ＋l３ ｃｏｓ（θ３ －θ２ ）］ ＝l１ω１ ｃｏｓ（θ１ －θ２ ）／（ s２ ＋l３ｃｏｓ γ）

（３） 加速度分析
将式（ｇ）对时间 t求导，可得
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s̈２ ｅｉθ２ ＋２ｉ痹s２ω２ ｅｉθ２ ＋ｉs２α２ｅｉθ２ －s２ω２
２ ｅｉθ２ ＋ｉl３α２ｅｉθ３ －l３ω２

３ｅ ｉθ３ ＝－l１ω２
１ ｅｉθ１

其中有ω２ ＝ω３ ，α２ ＝α３ ，故上式仅有 s̈２ 及α３ 两个未知量。 将上式的实部和虚部分开，并联解可得
s̈２ ＝｛ l１ω２

１ ［s２ ｃｏｓ（ θ２ －θ１ ） ＋l３ｃｏｓ（θ３ －θ１） ］ ＋２痹s２ l３ω３ｓｉｎ（θ３ －θ２） －ω２
３ ［s２２ ＋l２３ ＋２s２ l３ ｃｏｓ（ θ３ －θ２ ）］ ｝痹s２ ＋l３ｃｏｓ（θ２ －θ３）

α３ ＝l１ω
２
１ｓｉｎ（θ２ －θ１） ＋l３ω２

３ ｓｉｎ（ θ３ －θ２ ） －２痹s２ω２
s２ ＋l３ｃｏｓ（θ２ －θ３）

　　3畅矩阵法
仍以图 ３ －１１ 所示四杆机构为例，已知条件同前，现用矩阵法求解如下：
（１） 位置分析
将机构的封闭矢量方程式（３ －７）写成在两坐标轴上的投影式，并改写成方程左边仅含未知

量项的形式，即得
l２ ｃｏｓ θ２ －l３ ｃｏｓ θ３ ＝l４ －l１ ｃｏｓ θ１

l２ ｓｉｎ θ２ －l３ ｓｉｎ θ３ ＝－l１ ｓｉｎ θ１
（３ －２１）

解此方程即可得二未知方位角 θ２ 、θ３ 。
（２） 速度分析
将式（３ －２３）对时间取一次导数，可得

－l２ω２ ｓｉｎ θ２ ＋l３ω３ ｓｉｎ θ３ ＝ω１ l１ ｓｉｎ θ１
l２ω２ ｃｏｓ θ２ －l３ω３ ｃｏｓ θ３ ＝－ω１ l１ ｃｏｓ θ１

（３ －２２）
解之可求得 ω２ 、ω３ 。 式（３ －２２）可写成矩阵形式

－l２ ｓｉｎ θ２ l３ ｓｉｎ θ３

l２ ｃｏｓ θ２ －l３ ｃｏｓ θ３

ω２

ω３
＝ω１

l１ ｓｉｎ θ１

－l１ ｃｏｓ θ１
（３ －２３）

（３） 加速度分析
将式（３ －２１）对时间取导，可得加速度关系

－l２ ｓｉｎ θ２ l３ ｓｉｎ θ３

l２ ｃｏｓ θ２ －l３ ｃｏｓ θ３
α２

α３
＝－ －ω２ l２ ｃｏｓ θ２ ω３ l３ ｃｏｓ θ３

－ω２ l２ ｓｉｎ θ２ ω３ l３ ｓｉｎ θ３

ω２

ω３
＋ω１

ω１ l１ ｃｏｓ θ１
ω１ l１ ｓｉｎ θ１

（３ －２４）
由式（３ －２４）可解得 α２ 、α３ 。

若还需求连杆上任一点 E 的位置、速度和加速度时，可由下列各式直接求得：
xE ＝l１ ｃｏｓ θ１ ＋aｃｏｓ θ２ ＋bｃｏｓ（９０°＋θ２ ）
yE ＝l１ ｓｉｎ θ１ ＋aｓｉｎ θ２ ＋bｓｉｎ（９０°＋θ２ ） （３ －２５）

v Ex
vE y

＝
痹xE
痹yE ＝ －l１ ｓｉｎ θ１ －aｓｉｎ θ２ －bｓｉｎ（９０°＋θ２ ）

l１ ｃｏｓ θ１ aｃｏｓ θ２ ＋bｃｏｓ（９０°＋θ２ ）
ω１

ω２
（３ －２６）

　　　　　 a Ex
a Ey

＝ ẍE

ÿE
＝ －l１ ｓｉｎ θ１ －aｓｉｎ θ２ －bｓｉｎ（９０°＋θ２ ）
l１ ｃｏｓ θ１ aｃｏｓ θ２ ＋bｃｏｓ（９０°＋θ２ ）

０
α２

－ l１ ｃｏｓ θ１ aｃｏｓ θ２ ＋bｃｏｓ（９０°＋θ２ ）
l１ ｓｉｎ θ１ aｓｉｎ θ２ ＋bｓｉｎ（９０°＋θ２ ）

ω２
１

ω２
２

（３ －２７）
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在矩阵法中，为便于书写和记忆，速度分析关系式可表示为
Aω＝ω１B （３ －２８）

式中：A———机构从动件的位置参数矩阵；
ω———机构从动件的速度列阵；
B———机构原动件的位置参数列阵；
ω１———机构原动件的速度。

而加速度分析的关系式则可表示为

Aα＝－A· ω＋ω１B
· （３ －２９）

式中，α是机构从动件的加速度列阵；A· ＝ｄA／ｄ t；B· ＝ｄB／ｄt。
通过上述对四杆机构进行运动分析的过程可见，用解析法进行机构运动分析的关键是位置

方程的建立和求解。 至于速度分析和加速度分析只不过是对其位置方程作进一步的数学运算而
已。 位置方程的求解需解非线性方程组，难度较大；而速度方程和加速度方程的求解，则只需解
线性方程组，相对而言较容易。

上述方法对于复杂的机构同样适用，下面举例说明。
例 3 －7　图３ －１３所示为一牛头刨床的机构运动简图。 设已知各构件的尺寸为：l１ ＝１２５ ｍｍ，l３ ＝６００ ｍｍ，

l４ ＝１５０ ｍｍ，原动件 １的方位角 θ１ ＝０°～３６０°和等角速度ω１ ＝１ ｒａｄ／ｓ。 试用矩阵法求该机构中各从动件的方位
角、角速度和角加速度以及 E点的位移、速度和加速度的运动线图。

解：如图 ３ －１３所示，先建立一直角坐标系，并标出各杆矢量及其方位角。 其中共有四个未知量 θ３ 、θ４ 、s３ 及

图３ －１３　牛头刨床机构

ｓE。 为求解需建立两个封闭矢量方程，为此需利用两个封闭图形 ABCA及
CDEGC，由此可得

l６ ＋l１ ＝s３ ，l３ ＋l４ ＝l′６ ＋s E
再写成投影方程为

s３ｃｏｓ θ３ ＝l１ｃｏｓ θ１
s３ ｓｉｎ θ３ ＝l６ ＋l１ ｓｉｎ θ１
l３ｃｏｓ θ３ ＋l４ｃｏｓ θ４ －s E ＝０
l３ ｓｉｎ θ３ ＋l４ ｓｉｎ θ４ ＝l′６

由以上各式即可求得 s３、θ３ 、θ４ 及 sE 四个运动变量，而滑块 ２的方位角 θ２
＝θ３ 。
然后，分别将上列各式对时间取一次、二次导数，并写成矩阵形式，即

得以下速度和加速度方程式：
ｃｏｓ θ３ －s３ ｓｉｎ θ３ ０ ０
ｓｉｎ θ３ s３ ｃｏｓ θ３ ０ ０
０ －l３ｓｉｎ θ３ －l４ ｓｉｎ θ４ －１
０ l３ｃｏｓ θ３ l４ ｃｏｓ θ４ ０

痹s３
ω３
ω４

vE

＝ω１

－l１ ｓｉｎ θ１
l１ ｃｏｓ θ１

０
０

ｃｏｓ θ３ －s３ ｓｉｎ θ３ ０ ０
ｓｉｎ θ３ s３ ｃｏｓ θ３ ０ ０
０ －l３ｓｉｎ θ３ －l４ ｓｉｎ θ４ －１
０ l３ｃｏｓ θ３ l４ ｃｏｓ θ４ ０

s̈ ３
α３

α４

aE
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＝－
－ω３ｓｉｎ θ３ －痹s３ ｓｉｎ θ３ －s３ω３ ｃｏｓ θ３ ０ ０
ω３ｃｏｓ θ３ 痹s３ｃｏｓ θ３ －s３ω３ｓｉｎ θ３ ０ ０

０ －l３ω３ｃｏｓ θ３ －l４ω４ｃｏｓ θ４ ０
０ －l３ω３ ｓｉｎ θ３ －l４ω４ ｓｉｎ θ４ ０

痹s３
ω３

ω４
vE

＋ω１

－l１ω１ ｃｏｓ θ１
－l１ω１ｓｉｎ θ１

０
０

而ω２ ＝ω３ 、α２ ＝α３ 。
根据以上各式，将已知参数代入，即可应用计算机进行计算，现将求得的数值列于表 ３ －１ 中。 并可根据所

得数据作出机构的位置线图（图 ３ －１４）、速度线图（图 ３ －１５）和加速度线图（图３ －１６） 。 这些线图称为机构的
运动线图（ｋｉｎｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ）。 通过这些线图可以一目了然地看出机构在一个运动循环中位移、速度和加速度
的变化情况，有利于进一步掌握机构的性能。

表 3 －1　各构件的位置、速度和加速度
θ１ θ３ θ４ sE ω３ ω４ vE α３ α４ aE

／（°） ／ｍ ／（ ｒａ ｄ ／ｓ） ／（ ｍ ／ｓ） ／（ｒａｄ ／ｓ２ ） ／（ｍ ／ｓ２ ）
０ ６５．５５６ １０ １６９．９３８ ２０ ０．１０１ ０７ ０．１７１ ２３ ０．２８８ ７９ －０．１０１ ８４ ０．２４７ ７０ ０．２９２ ６６ －０．１６４ ２２
１０ ６７．４６６ ８８ １７２．０２７ ３０ ０．０８１ ３８ ０．２０９ ２７ ０．３２３ ９１ －０．１２２ ７２ ０．１９０ ７６ ０．１１７ １９ －０．１３４ ４３
２０ ６９．７１２ ５２ １７５．３２６ ６０ ０．０５８ ５４ ０．２３８ ５９ ０．３３２ ０２ －０．１３８ ３４ ０．１４７ １５ －０．０１８ ５３ －０．１１１ １３
         
３６０ ６５．５５６ １０ １６９．９３８ ２０ ０．１０１ ０７ ０．１７１ ２３ ０．２８８ ７９ －０．１０１ ８４ ０．２４７ ７０ ０．２９２ ６７ －０．１６４ ２２

图３ －１４　位置线图 图 ３ －１５　速度线图

图 ３ －１６　加速度线图
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倡４畅机器设计中对加速度的限制
机器中所有的构件均具有质量，且在变速运动中产生的加速度会引起惯性力。 这些惯性力将在机器内部的

运动副中产生附加的动载荷和对零部件产生附加的动态应力。 所以对高速机器设计时必须对其加速度有一定
的限制，即机器的零部件对加速度的耐力有一定的要求。 这一要求在机器设计时，通常可通过采取减小零部件
的运动加速度或质量，或采用高强度的材料等办法来加以解决。

对于载人机器的设计，除了机器的零部件对加速度的耐力要求之外，还要考虑人对加速度的耐力要求。 人
们都有这样的感受：即身体对速度并不敏感，但对加速度却非常敏感。 如乘坐飞机时，无论飞机以多大的速度飞
行，只要飞行速度稳定，人们并感觉不到它的运动，但人们却能感觉到由于大气紊流、飞机起飞或降落所引起的
速度变化。 如果加速度过大，人们就感觉不舒服。 因为加速度变化在人身体上引起的惯性力的变化，使血液的
运动在体内沿加速度相反的方向运动，并滞后于人体的运动，这可导致大脑缺血或充血，从而引起头晕或视网膜
变红等症状，若持续足够长的时间，甚至还会导致死亡。 因此，在设计用于载人的装置时，必须知道人体所能忍
受最大加速度的大小。

人体所能忍受的最大加速度的大小通常是以重力加速度 g为单位，以其倍数来表示的。 如 １g的加速度是
我们重量的基准，２g就会感觉重量加倍，６g的加速度会使人手臂运动非常困难。 人体对加速度的耐力不仅与加
速度相对于人体的方向、加速度的大小以及加速度持续的时间有关，而且也与人的年龄段和健康状况以及身体
素质等条件有关。 要获取人体因素有关的加速度数据资料，一方面可查阅有关人体工程学或专门的设计资料如
军事专业人员耐外界环境条件等所提供的试验数据。 另一方面可通过日常经历的加速度的一些感受或经验来
积累一些数据。 如以汽车为例，汽车缓慢加速时的加速度为 ０畅１g，汽车猛烈加速时为 ０畅３g，汽车紧急刹车时为
０畅７g，汽车快速转弯时为０畅８g等。

思考题及练习题

　　３ －１　何谓速度多边形和加速度多边形？ 它们有哪些特性？
３ －２　何谓速度影像和加速度影像？ 利用速度影像原理（或加速度影像原理）进行构件上某点的速度（或加

速度）图解时应具备哪些条件？ 还应注意什么问题？
３ －３　图示的各机构中，设已知各构件的尺寸及 B点的速度vB，试作出其在图示位置时的速度多边形。

题 ３ －３图　速度分析
３ －４　试判断在图示的两机构中，B点是否都存在科氏加速度？ 又在何位置时其科氏加速度为零？ 作出相

应的机构位置图。 并思考下列问题。
１） 在什么条件下存在科氏加速度？
２） 根据上一条，请检查一下所有科氏加速度为零的位置是否已全部找出？
３） 在图 ａ中，aｋ

B２B３ ＝２ω２ vB２B３对吗？ 为什么？
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题３ －４图　科氏加速度的判断
３ －５　在图示的曲柄摇块机构中，已知 lAB ＝３０ ｍｍ，lAC ＝１００ ｍｍ，lBD ＝５０ ｍｍ，lDE ＝４０ ｍｍ，曲柄以等角速度

ω１ ＝１０ ｒａｄ／ｓ回转，试用图解法求机构在 φ１ ＝４５°位置时，点 D和 E的速度和加速度，以及构件 ２的角速度和角
加速度。

题 ３ －５图　曲柄摇块机构的运动分析
３ －６　在图示各机构中，设已知各构件的尺寸，原动件 １ 以等角速度ω１ 顺时针方向转动，试以图解法求机

构在图示位置时构件３上 C点的速度及加速度（比例尺任选）。

题 ３ －６图　四杆机构特殊位置的运动分析
３ －７　在图示机构中，已知 lAE ＝７０ ｍｍ，lAB ＝４０ ｍｍ，lE F ＝６０ ｍｍ，lDE ＝３５ ｍｍ，lCD ＝７５ ｍｍ，lB C ＝５０ ｍｍ，原动

件以等角速度ω１ ＝１０ ｒａｄ／ｓ回转。 试以图解法求在φ１ ＝５０°时 C点的速度vC 和加速度 aC。

题 ３ －７图　六杆机构的运动分析
３ －８　在图示的凸轮机构中，已知凸轮 １ 以等角速度 ω１ ＝１０ ｒａｄ／ｓ 转动，凸轮为一偏心圆，其半径 R ＝

２５ ｍｍ，lAB ＝１５ ｍｍ，lAD ＝５０ ｍｍ，φ１ ＝９０°。 试用图解法求构件 ２的角速度ω２ 与角加速度 α２。

05 第３章　平面机构的运动分析



提示：可先将机构进行高副低代，然后对其替代机构进行运动分析。

题３ －８图　凸轮高副机构的运动分析
３ －９　何谓速度瞬心？ 相对瞬心与绝对瞬心有何异同点？
３ －１０　何谓三心定理？ 何种情况下的瞬心需用三心定理来确定？
３ －１１　试求图示各机构在图示位置时全部瞬心的位置，并给出连杆上 E点的速度方向。

题３ －１１图　求机构瞬心位置
３ －１２　在图示的齿轮－连杆组合机构中，试用瞬心法求齿轮 １与 ３的传动比ω１／ω３ 。

题 ３ －１２图　齿轮－连杆组合机构 题 ３ －１３图　铰链四杆机构
３ －１３　在图示的四杆机构中，lAB ＝６０ ｍｍ，lCD ＝９０ ｍｍ，lAD ＝lBC ＝１２０ ｍｍ，ω２ ＝１０ ｒａｄ／ｓ，试用瞬心法求：

题３ －１４图　剪刀机构

１） 当φ＝１６５°时，点 C的速度vC；
２） 当 φ＝１６５°时，构件 ３的 BC线上（或其延长线上）速度最小的一

点 E的位置及其速度的大小；
３） 当 vC ＝０时，φ角之值（有两个解）。
３ －１４　在图示机构中，已知 lAC ＝lBC ＝lCD ＝lCE ＝lDF ＝lEF ＝２０ ｍｍ，

滑块 １及２ 分别以匀速且 v１ ＝v２ ＝０畅００２ ｍ／ｓ作反向移动，试用速度瞬
心法求机构在 θ３ ＝４５°位置时的速度之比 vF／v１ 的大小。

３ －１５　在图示的牛头刨床机构中，已知 h＝８００ ｍｍ，h１ ＝３６０ ｍｍ，
h２ ＝１２０ ｍｍ，lAB ＝２００ ｍｍ，lC D ＝９６０ ｍｍ，lDE ＝１６０ ｍｍ。 设曲柄以等角速
度ω１ ＝５ ｒａｄ／ｓ逆时针方向回转，试以综合法求机构在φ１ ＝１３５°位置
时，刨头上 C点的速度vC。
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提示：因此刨床机构为Ⅲ级机构，故三副构件 ３的位置作图需借助于其模板 CBD来确定位置。

题３ －１５图　牛头刨床机构 题 ３ －１６图　齿轮－连杆组合机构
３ －１６　在图示的齿轮－连杆组合机构中，MM为固定齿条，齿轮 ３的直径为齿轮 ４ 的２ 倍，设已知原动件 １

以等角速度ω１ 顺时针方向回转，试以综合法求机构在图示位置时，E点的速度vE 以及齿轮 ３、４的速度影像。
３ －１７　如图所示为一自卸货车的翻转机构。 已知各构件的尺寸及液压缸活塞的相对移动速度 v２１ ＝常数，

试用综合法求当车厢倾转至３０°时车厢的倾转角速度ω５ 。

题 ３ －１７图　自卸车翻转机构 题 ３ －１８图　飞剪机构
３ －１８　如图所示的摆动式飞剪机用于剪切连续运动中的钢带。 设机构的尺寸为 lAB ＝１３０ ｍｍ， lBC ＝

３４０ ｍｍ，lCD ＝８００ ｍｍ。 试联合用图解法和解析法确定剪床相对钢带的安装高度 H（两切刀 E及E′应同时开始剪
切钢带 ５） ；若钢带 ５以速度 v２ ＝０畅５ ｍ／ｓ送进时，求曲柄 １的角速度 ω１ 应为多少才能作到同步剪切？

３ －１９　图示为一汽车雨刷机构。 其构件 １绕固定轴心 A转动，齿条 ２与构件 １在 B点处铰接，并与绕固定
轴心 D转动的齿轮 ３啮合（滚子５用来保证两者始终啮合），固连于轮３上的雨刷３′作往复摆动。 其优点是雨刷
的摆动角很大。 设机构的尺寸为 lAB ＝１８ ｍｍ，轮 ３ 的分度圆半径 r３ ＝lCD ＝１２ ｍｍ，原动件 １以等角速度 ω＝
１ ｒａｄ／ｓ顺时针回转，试以图解法确定雨刷的摆程角和图示位置时雨刷的角速度，并以解析法求作雨刷的角速度
线图。

３ －２０　图示为一缝纫机针头及其挑线器机构，设已知机构的尺寸：lAB ＝３２ ｍｍ，lB C ＝１００ ｍｍ，lBE ＝２８ ｍｍ，
lFG ＝９０ ｍｍ，原动件１以等角速度ω１ ＝５ ｒａｄ／ｓ逆时针方向回转，试用图解法求机构在图示位置时缝纫机针头和
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挑线器摆杆 FG上点 G的速度及加速度，并用解析法求作机构在原动件 １转动一周时针头的速度及加速度线图。

题３ －１９图　雨刷机构 题 ３ －２０图　缝纫机机头
３ －２１　图示为一行程可调的发动机（它有利于在不同工况下的节能）。 在此发动机中，已知各构件的尺寸：

lAB ＝３５ ｍｍ，lBC ＝lBE ＝６５ ｍｍ，lCE ＝３５ ｍｍ， lC D ＝lDG ＝７０ ｍｍ，lEF ＝１１０ ｍｍ，调节螺旋的可调范围为 lDH ＝５５ ～
１２５ ｍｍ。试以图解法求该发动机的最短行程和最长行程。 设机构在图示位置时曲轴的瞬时角速度 ω１ ＝５ ｒａｄ／ｓ
（顺时针方向）及瞬时角加速度α１ ＝５ ｒａｄ／ｓ２（顺时针方向），求此时活塞 ５ 的速度及加速度，并用解析法求作活
塞 ５在一个运动循环内的速度及加速度线图。

３ －２２　图示为一可倾斜的升降台机构，此升降机有两个液压缸 １、４，设已知机构的尺寸为：lBC ＝lC D ＝lCG ＝
lFH ＝lEF ＝７５０ ｍｍ，lDE ＝２ ０００ ｍｍ，lEI ＝５００ ｍｍ。 若两活塞杆的相对移动速度分别为 v２１ ＝０畅０５ ｍ／ｓ ＝常数和 v５４
＝０畅０３ ｍ／ｓ ＝常数。 试求当两活塞杆的相对位移分别为 s２１ ＝３５０ ｍｍ，s５４ ＝２６０ ｍｍ时（以升降台位于水平且 DE
与 CF重合时为起始位置），工件重心 S处的速度及加速度和工件的角速度及角加速度。

题 ３ －２１图　行程可调发动机 题 ３ －２２图　双自由度升降平台
３ －２３　在图示的机构中，已知原动件 １ 以等角速度 ω１ ＝１０ ｒａｄ／ｓ 逆时针方向转动，lAB ＝１００ ｍｍ，lBC ＝

３００ ｍｍ，e＝３０ ｍｍ。 当φ１ ＝６０°、１２０°、２２０°时，试用复数矢量法求构件 ２的转角 θ２、角速度ω２ 和角加速度α２ ，构
件 ３的速度v３ 和加速度 a３ 。

３ －２４　在图示的摆动导杆机构中，已知曲柄 AB以等角速度ω１ ＝１０ ｒａｄ／ｓ转动，lAB ＝１００ ｍｍ，lAC ＝２００ ｍｍ，

35思考题及练习题



lCK ＝４０ ｍｍ。 当φ１ ＝３０°、１２０°时，试用复数矢量求构件３的角速度 ω３ 和角加速度α３ 。

题３ －２３图　曲柄滑块机构 题 ３ －２４图　摆动导杆机构
３ －２５　在用解析法作运动分析时，如何判断各杆的方位角所在象限？ 如何确定速度、加速度、角速度和角

加速度的方向？
３ －２６　利用矩阵法对机构进行运动分析，在写位置方程、速度方程和加速度方程时，应注意哪些问题，以利

于分析工作的进行和保证计算结果的正确性。
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